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序 


常 微分 方程 是 在 17 世纪 伴随 着 微 积分 而 发 展 起 来 的 一 门 具有 重要 应 用 价值 的 
学 科 . 它 是 研究 连续 量变 化 规律 的 重要 工具 , 是 众多 实际 问题 与 数学 之 间 联 系 的 重 
要 桥梁 . 在 历史 上 , 牛顿 正 是 通过 求解 常 微分 方程 证 实 了 地 球 绕 太 阳 运 动 的 轨道 是 
椭圆; 天 文学 家 通过 常 微分 方程 的 计算 , 预见 了 海王 星 的 存在 . 随 着 工业 化 的 进展 , 
常 微分 方程 在 航海 、 航空 工业 生产 以 及 自然 科学 的 研究 中 发 挥 了 重要 的 作用 , 在 当 
今 高 新 技术 迅猛 发 展 的 时 代 , 常 微分 方程 更 加 广泛 地 渗透 到 了 诸如 电信 、 化 工 、 航 
天 、 生物 、 医药 、 经 济 、 信息 、 军事 、 控制、 管理 乃至 社会 科学 等 各 个 领域 , 显示 着 
它 的 蓬勃 生机 和 活力 . 

计算 机 和 计算 技术 的 发 展 , 使 微分 方程 的 求解 冲破 了 经 典 方法 的 局 限 , 迈 向 数 
值 计算 和 图 像 模拟 , 这 为 微分 方程 的 应 用 提供 了 更 为 广 益 的 天 地 和 有 效 的 手段 , 也 
使 得 建立 数学 模型 显得 格外 重要 . 

以 化 存 才 教 授 为 首 的 云南 师范 大 学 “微分 方程 ”精品 课程 教学 团队 集体 编著 的 
《 常 微分 方程 解法 与 建 模 应 用 选 讲 》 正 是 在 当今 形势 下 适应 社会 要 求 的 一 本 颇具 特 
色 的 教学 参考 书 . 他 们 在 系统 、 简 洁 地 讲解 经 典 方法 的 基础 上 , 补充 了 他 们 发 展 的 
一 些 新 解法 ; 着 重 介绍 了 具有 实用 价值 的 算 子 解法 和 Maple 软件 在 微分 方程 中 的 
应 用 ; 强调 数学 建 模 , 并 通过 一 些 典型 的 实例 阐述 了 建立 常 微分 方程 模型 的 思想 方 
法 和 步骤 , 展现 了 模型 深化 发 展 的 全 过 程 , 书 中 不 少 内 容 是 他 们 近年 来 科学 研究 的 
成 果 , 显示 了 该 书 内 容 的 先进 性 和 实用 性 , 有 助 于 培养 读者 的 应 用 意识 和 兴趣 , 有 
助 于 提高 读者 的 软件 设计 、 实 践 应 用 和 创新 能 力 . 

该 书 重视 科学 思想 方法 的 阐述 , 特别 是 融入 了 作者 们 在 科学 研究 中 的 一 些 思想 
方法 和 体会 ,有 利于 启迪 和 引 寻 读者 思维 , 培养 创新 精神 . 全 书 内 容 选 材 丰富 , 注意 
与 相关 课程 间 的 联系 , 符合 认 知 规律 , 层次 分 明 , 表述 清楚 , 有 较 强 的 可 读 性 . 

笔者 认为 , 该 书 是 作者 多 年 来 从 事 常 微分 方程 和 数值 计算 方法 教学 经 验 、 相 关 
科学 研究 和 数学 建 模 应 用 研究 成 果 以 及 数学 软件 工具 使 用 经 验 的 融合 和 结晶 ， 相 
信 它 的 出 版 会 对 高 等 学 校 常 微分 方程 课程 教学 质量 的 提高 和 帮助 读者 更 好 地 应 用 
常 微分 方程 产生 良好 的 作用 . 

电 曙 


2009 年 3 月 于 西安 


前 言 


进入 21 世纪 以 来 , 中 国 高 等 教育 步 入 了 大 众 化 时 代 , 高 等 院 校 大 规模 地 扩大 
招生 , 随 之 而 来 的 教育 问题 不 断 突现 , 如 教育 质量 下 降 、 毕业 生 就 业 形势 严峻 、 专 业 
结构 不 均衡 、 国 际 化 教育 的 要 求 增强 等 . 为 提高 教育 质量 , 高 等 学 校 进行 了 多 轮 教 
学 改革 , 先后 推出 了 各 种 规格 的 教材 , 如 最 早 面向 21 世纪 的 课程 内 容 体系 改革 教 
材 , 后 来 的 国家 级 或 部 级 规划 教材 等 . 随 着 教育 部 高 等 学 校 教学 质量 与 教学 改革 工 
程 的 实施 , 高 等 学 校 的 精品 课程 建设 , 精品 教材 建设 , 教学 团队 建设 等 工作 如 十 后 
春笋 般 开 展 起 来 , 反映 其 建设 的 成 果 以 各 种 各 样 的 形式 推出 , 如 精品 教材 系列 、 与 
现代 教育 技术 相 结合 的 多 媒体 教学 、 精 品 课程 网 络 教材 、 数 学 教育 信息 化 网 站 等 ， 
这 都 是 可 喜 可 贺 的 . 

然而 , 以 上 所 列举 的 各 种 形式 的 教材 都 有 其 自身 的 特色 和 局 限 性 ， 从 “百花 齐 
放 , 百家争鸣 ”的 方针 来 看 , 提倡 教材 和 教学 参考 书 的 多 样 化 将 会 积极 地 推动 着 教 
学 质量 提高 的 进程 .云南 师范 大 学 十 分 重视 并 开展 了 教学 团队 和 精品 课程 建设 的 
工作 , 作为 云南 师范 大 学 校 级 “微分 方程 ”精品 课程 建设 的 一 个 教学 团队 , 我 们 提 
出 的 首要 目标 是 把 教育 部 教学 质量 工程 的 相关 工作 落 到 实处 , 通过 集体 编著 出 版 精 
品 教材 、 精 品 教 学 参考 书 、 精 品 教学 指导 书 来 提升 教学 团队 的 整体 水 平 . 我 们 编著 
的 总 原则 是 : 要 反映 团队 成 员 长 期 以 来 在 “ 常 微分 方程 ” 课程 的 教学 实践 与 科学 研 
究 、 教学 改革 和 教学 实验 第 一 线 工作 中 所 形成 的 丰富 成 果 、 成 功 的 教学 经 验 和 特色 
工作 . 

我 们 认为 ,“ 常 微分 方程 ”是 本 科 数 学 与 应 用 数学 专业 学 生 必 修 的 一 门 专 业 基础 
课程 , 也 是 物理 类 专业 学 生 的 重要 基础 , 它 对 于 数学 类 专业 学 生 丽 固 三 门 主干 基础 
课程 (“数学 分 析 "、“ 高 等 代数 ” 和 “解析 几何 ") 的 知识 , 进一步 学 习 “ 数 学 建 模 "， 
选修 “微分 方程 定性 理论 初步 "、“ 微 分 方程 数值 方法 ”等 课程 ; 物理 类 专业 学 生 学 
习 “数学 物理 方法 " 、“ 力 学 ”等 课程 以 及 充实 其 他 专业 “高 等 数学 ”基础 课程 的 教 
学 方面 , 都 能 起 到 承上启下 的 推动 作用 , 它 还 可 以 为 学 生 报考 应 用 数学 等 专业 的 研 
究 生 葛 定 扎实 的 基础 . 因此 , 在 日 常 的 教学 中 , 要 注意 兼顾 这 些 课程 之 间 的 连贯 性 ， 
将 常 微分 方程 的 基本 解法 、 数 学 工具 软件 Maple 设计 、 建 模 应 用 等 内 容 集成 , 多 层 
次 地 去 激发 广大 学 生 的 学 习 兴 趣 , 培养 他 们 的 实践 应 用 和 创新 能 力 . 本 书 就 是 基于 
这 些 思想 , 在 总 结 教学 团队 多 年 来 教学 实践 与 科学 研究 中 所 取得 的 成 果 的 基础 上 而 
写成 的 . 全 书 的 内 容 和 分 工 如 下 : 

第 1, 2 章 由 赵 硅 奇 编写 ; 第 3, 5 章 由 杨 慧 编写 ; 第 4, 7 章 及 前 言 部 分 由 化 存 
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才 编 写 ; 第 6 章 由 刘海 鸿 编写 ; 全 书 的 统 稿 工作 由 赵 奎 奇 和 化 存 才 共同 完成. 

与 同类 书籍 比较 , 本 书 以 选 讲 的 形式 撰写 , 体现 “ 少 而 精 ", 突出 “学 生 的 实践 
应 用 技能 与 创新 能 力 培养 "展示 教学 团队 成 员 研究 工作 的 “特色 ” 内容 (例如 , 1.8 
节 中 的 可 积 性 方程 研究 专题 ; 2.1.3 小 节 中 的 线性 齐 次 方程 的 解 与 系数 函数 之 间 关 
系 的 刘 维 尔 公式 组 , 第 4 章 中 的 算 子 解法 和 第 7 章 中 的 建 模 应 用 等 ) 从 而 使 学 生 
能 有 机 会 学 到 同类 书籍 中 见 不 到 的 一 些 知识 . 书 中 的 算 子 解法 、 计 算 机 编程 解法 、 
建 模 应 用 内 容 都 是 独立 成 章 的 . 书 中 大 部 分 内 容 在 云南 师范 大 学 “ 常 微分 方程 ” 课 
程 教学 中 讲授 过 多 次 , 而 有 部 分 内 容 则 先后 在 云南 省 数学 会 年 会 (2003)、 广 西 大 学 
数学 与 计算 机 信息 学 院 (2005)、 云 南大 学 数学 与 统计 学 院 (2006)、 第 十 届 全 国 数学 
建 模 教 学 与 应 用 会 议 (2007)、 云 南 师范 大 学 校 级 “微分 方程 ” 精品 课程 建设 公共 资 
源 共 享 第 二 课堂 (2008) 上 报告 过 . 

本 书 的 出 版 , 得 到 了 云南 师范 大 学 数学 学 院 郭 震 教授 和 王涛 副教授 的 大 力 支 
持 . 国家 首届 教学 名 师 奖 获得 者 , 西安 交通 大 学 应 用 数学 系 马 知 恩 教授 为 本 书 作 了 
序 , 云南 师范 大 学 学 术 著作 出 版 基金 (重点 )、 云 南 省 现代 教师 教育 改革 项 目 和 国家 
自然 科学 基金 项 目 (10772158) 联合 资助 了 本 书 的 出 版 , 在 此 表示 最 诚挚 的 谢意 . 

本 书 是 教学 团队 成 员 同心 协力 , 集体 合作 成 果 的 结晶 . 虽然 我 们 已 经 对 本 书 作 
过 多 次 反复 的 修改 , 但 是 , 限于 水 平 . 书 中 难免 还 存在 着 一 些 不 足 之 处 , 恳请 读者 提 
出 宝贵 的 意见 . 


编著 者 
2009 年 2 月 
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第 1 章 。 常 微分 方程 的 初等 积分 法 


本 章 主要 选 讲 常 微分 方程 的 初等 积分 解法 . 1.1 节 通 过 几 个 具体 例子 , 简单 介 
绍 了 常 微分 方程 的 一 些 物理 背景 和 建立 , 同时 引出 一 些 常 微分 方程 的 最 基本 概念. 
1.2~1.7 节 介绍 常 微分 方程 中 一 些 特殊 方程 的 初等 积分 法 和 它们 的 应 用 实例 ，1.8 
节 介 绍 可 积 方程 的 两 个 专题 . 


1.1 微分 方程 和 解 


1.1.1 ”微分 方程 的 概念 

例 1.1 (物体 下 落 问 题 ) 设 质量 为 m 的 物体 , 在 时 间 ! = 0 时 , 由 距 地 面 初始 
高 度 为 s 处 以 初始 速度 v(0) = w 垂直 地 而 下落, 求 此 物体 下 落 时 距离 与 时 间 的 
关系 . 

解 ” 如 图 1.1 建立 举 标 系 , 设 s = s(t) 为 上 时 刻 物体 
所 处 位 置 坐标 . 于 是 , 物体 下 沙 的 速度 为 。 = 守 ， 加 速度 为 
4 = 加 .质量 为 m 的 物体 , 在 下 落 的 任 一 时 刻 所 受到 的 外 力 
有 重力 mg 和 空气 阻力 , 当 速度 不 太 大 时 , 空气 阻力 可 取 为 与 
速度 成 正比 , 于 是 , 根据 牛顿 第 二 定律 = ma( 力 = 质量 x 
加 速度 ) 可 以 列 出 方程 


2 
一 一 此 二 一 ， 1.1 
"a Wi 图 11 


其 中 大 > 0 为 阻尼 系数 , 9 是 重力 加 速度 . 
式 (1.1) 就 是 一 个 微分 方程 , 其 中 s 是 未 知 函 数 , t 是 自 变 量 . 现在 还 不 能 方便 

地 求解 方程 (1.1). 但 是 , 考虑 六 = 0 的 情形 , 方程 (1.1) 可 化 为 
de _ 
和 = 


g, (12) 
将 式 (1.2) 对 上 积分 两 次 得 

s(t)= 39 + Cit+ Co (1.3) 
其 中 Ci 和 Cs 是 两 个 独立 的 任意 常数 , 它 是 方程 (1.2) 的 解 . 


2. 第 1 章 。” 常 微分 方程 的 初等 积分 法 


例 1.2 (数学 摆 ) ”数学 摆 是 系 于 一 根 长 度 为 ! 的 
线 上 而 质量 为 m 的 质点 M, 在 重力 作用 下 , 它 在 垂直 
于 地 面 的 平面 上 沿 圆周 运动 , 如 图 1.2 所 示 , 试 确定 摆 
的 运动 方程 . 

解 ” 如 图 1.2, 取 逆 时 针 方 向 为 摆 与 铅 垂 线 所 成 
的 角 p 的 正方 向 , 由 于 重力 mg 注 加 向 分 条 交加 关 
mgsiny, 点 M 处 的 切 向 加 速度 为 1 各, 据 牛 顿 第 二 
定律 , 可 得 到 摆 的 运动 方程 为 


磁 ， 


二 -4siny. (14) 
如 果 只 研究 摆 的 微小 振动 , 即 当 ” 比较 小 时 , 那么 , 由 siny 的 Taylor 展开 式 ， 
sinyp 可 以 用 p 作为 近似 值 , 代入 式 (1.4), 就 得 到 做 微小 振动 时 摆 的 运动 方程 为 
dz dy 
2 
如 果 换 是 在 一 个 有 藕 性 的 介质 中 做 微小 振动 , 那么 , 沿 着 摆 的 运动 方向 将 存在 
一 个 阻力 , 它 与 速度 过 成 反比 . 若 阻力 系数 为 iu 则 有 摆 的 运动 方程 为 


= -mgsinp 或 


+ 9p=0. (1.5) 


++1?0 (1.6) 


如 果 摆 在 微小 振动 时 还 沿 着 摆 的 运动 方向 受到 一 个 外 力 F(t) 的 作用 , 这 时 摆 

的 运动 称 为 强迫 微小 振动 , 摆 的 运动 方程 为 

9， 

时 + 时 +90= 去 F9: (1.7) 
一 般 说 来 , 微分 方程 就 是 联系 自 变量 、 未 知 函 数 以 及 未 知 函数 的 某 些 导数 或 微 
分 的 关系 式 . 如 果 其 中 未 知 函数 是 一 元 函数 , 则 称 为 常 微分 方程 ; 如 果 未 知 函数 是 
多 元 函数 , 并 且 在 方程 中 出 现 偏 导数 , 则 称 为 偏 微分 方程 . 本 书 主要 介绍 常 微分 方 
程 , 也 简称 微分 方程 或 方程 在 一 个 徽 分 方程 中 , 出 现 的 未 知 函 数 导数 的 最 高 阶 数 ， 
称 为 方程 的 阶 . 以 y 为 未 知 函数 , z 为 自 变量 的 一 阶 常 微分 方程 的 一 般 形式 可 表 为 


F(z,y,y) =0. (1.8) 
如 果 在 (1.8) 中 能 将 y 解 出 , 则 得 到 方程 
y=f(ry) (19) 


1.1 微分 方程 和 解 3 


或 
M(z,y)dr + N(z,y)dy =0. (1.10) 


我 们 也 称 (1.8) 为 一 阶 隐 式 微分 方程 ,(1.9) 为 一 阶 显 式微 分 方程 ,(1.10) 为 一 阶 
微分 方程 的 微分 形式 . 
n 阶 隐 式 方程 的 一 般 形式 为 


Fr 


) = 0. (11) 


n 阶 显 式 方程 的 一 般 形 式 为 


3 = f(r yy 9)， (1.12) 


方程 (1.11) 中 , 如 果 函数 F 对 未 知 函数 y 和 它 的 各 阶 导数 y,y，… ,yt 都 
是 一 次 的 , 则 称 其 为 线性 常 微 分 方程 , 否则 , 称 其 为 非 线性 常 微分 方程 .以 y 为 未 
知 函 数 ,z 为 自 变量 的 n 阶 线性 微分 方程 具有 如 下 形式 : 

YY 十 Pi(zJyo + pri(T)y + pn(z)y = f(z). (113) 
1.1.2 微分 方程 的 解 一 通 解 与 特 解 

定义 1.1 设 函 数 y = w(x) 在 区 间 1 上 具有 直到 n 阶 的 导数 . 如 果 把 y = p(z) 

代入 方程 (1.11), 有 
Flz,p(2), (2) ,p™ (0)) =0 
在 区 间 了 上 关于 z 恒 成 立 , 则 称 y= y(z) 为 方程 (1.11) 在 区 间 T 上 的 一 个 解 . 
依据 定义 1.1 可 以 直接 验证 : 

(CD 函数 = sin(arcsinz + C) 是 方程 氏 = 在 区 间 (-1,1) 上 的 解 ， 
其 中 C 是 任意 常数 另外, 该 方程 还 有 两 个 解 = 和 1 (Ye (1 0) 它们 不 包含 在 
前 面 解 中 

(2) 函数 z = Ci cost+ Casint 是 方程 3 守 +z= 0 在 区 间 (oo, +oo) 上 的 解 ， 
其 中 Cs 和 Cs 是 独立 的 任意 常数 . 当然 和 sint z = cost 都 是 方程 的 解 它们 包 
含 在 前 面 解 中 

从 上 面 的 讨论 中 看 到 事实 : 微分 方程 的 解 可 以 包含 任意 常数 , 其 任意 常数 的 个 
数 可 以 多 到 与 方程 的 阶 数 相等 , 也 可 以 不 含 任意 常数 . n 阶 常 微分 方程 (1.11) 的 含 
有 n 个 独立 的 任意 常数 C1, C2,… ,Cn 的 解 y = p(z,C1, C2,… ,Cn) 称 为 该 方程 
的 通 解 , 而 方程 满足 给 定 条 件 的 解 y = w(z) 称 为 特 解 . 一 般 地 , 方程 的 特 解 可 由 其 
通 解 中 任意 常数 取 确定 的 常数 导出 . 以 隐 函 数 形式 表示 的 通 解 称 为 通 积分 , 而 以 隐 
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函数 形式 表示 的 特 解 称 为 特 积分 , 对 于 通 解 或 者 通 积分 的 说 法 或 使 用 , 通常 是 不 加 
区 分 的 . 另外 , 方程 的 通 解 不 一 定 表示 方程 的 所 有 解 

为 了 便于 研究 方程 解 的 性 质 , 常常 需要 考虑 解 的 图 像 或 者 以 图 形 方式 表示 微 
分 方程 的 解 一 阶 方 程 的 一 个 特 解 y  w(z) 的 图 像 是 z0y 平面 上 的 一 条 曲线 , 称 
为 方程 的 积分 曲线 , 而 通 解 y = %(z, C) 的 函数 图 像 是 平面 上 的 一 族 曲 线 , 称 为 积 
分 曲线 族 . 例如, 方程 型 cosz 的 解 y= sinz 是 过 点 (0.0) 的 一 条 积分 曲线 , 而 
通 解 = sinz +C 是 2Gy 平面 上 的 一 族 正弦 曲线 . 


1.1.3” 初 值 问题 


式 (1.3) 表示 的 函数 是 方程 (1.2) 的 通 解 , 由 于 Cl 和 C2 是 两 个 任意 常数 , 这 
表明 方程 (1.2) 有 无 数 个 解 . 而 实际 情况 是 , 一 个 自由 落体 运动 只 能 有 唯一 的 运动 
轨迹 . 产生 这 种 多 解 性 的 原因 是 方程 (1.2) 表达 的 是 任何 一 个 自由 落体 运动 所 满足 
的 方程 , 并 未 考虑 落体 运动 的 初始 状态 . 因此 , 通过 积分 得 到 的 通 解 (1.3) 所 描述 的 
是 任何 一 个 自由 落体 的 运动 规律 . 在 确定 的 初始 时 刻 , 由 不 同 的 高 度 , 以 不 同 初速 
度 自由 下 落 的 物体 , 应 有 不 同 的 运动 轨迹 . 为 了 求解 一 个 自由 落体 运动 满足 初始 条 
件 的 解 , 可 以 把 例 1.1 中 给 出 的 两 个 初始 值 条 件 , 即 初始 位 置 *(0) = s 和 初始 速度 
8(0) = vo 代入 到 通 解 中 , 导出 具体 的 常数 : C1 = vo, C2 = so. 于 是 , 得 到 满足 上 述 
初 值 条 件 的 特 解 为 

3=8(0) = 79 + vot+ so, (1.14) 
它 描述 了 初始 高 度 为 so, 初始 速度 为 vo 的 自由 落体 运动 规律 
求 微分 方程 满足 初始 条 件 的 解 的 问题 称 为 初 值 问题 
d2s 


称 (1.14) mna { dn 
s(0) 


对 于 一 个 n 阶 方程 , 初始 条 件 的 一 般 提 法 是 
Yr0) = Yo, Vz0) = 7 yO Nr) =), (115) 
其 中 zo 是 自 变量 的 某 个 取 定 值 , 而 yo,w，,… ,v3”” 是 相应 的 未 知 函数 及 导数 的 
给 定 值 .方程 (1.12) 的 初 值 问题 常 记 为 
{ YY = (co 
yz0) = yo, Vzo) =%, 7 yz0) = 
初 值 问题 也 称 为 柯 西 (Cauchy) 问 是 . 
对 于 一 阶 方程 ， 若 已 求 出 其 通 解 y = p(z,C), 那么 ,一般 只 要 把 初始 条 件 
vlzo) = yo 代入 通 解 中 , 得 到 方程 yo = p(zo,C), 从 中 解 出 C = Co, 代入 通 解 ， 
即 可 得 到 初 值 问题 的 解 y = y(z, Co). 


(1.16) 


1.2 ”变量 可 分 离 方程 “Se* 


对 于 n 阶 方程 , 车 已 求 出 通 解 y = wp(z,C1,C2,… ,Cn) 后 , 代入 初始 条 件 
(1.15), 得 到 mn 个 方程: 


W = elzoCuCz ,Cn), 
W= (zr0,Cu C2 ,Cn), 


WD = gt-D (zo, Ch, C2 ,On). 
如 果 能 从 式 (1.17) 中 确定 出 C?, C3,… ,C4, 代 回 通 解 , 即 得 所 求 初 值 问题 的 解 
y= Y(z,09,09,… ,Cn). 
例 1.3 ”由 方程 宇 +z = 0 的 通 解 > = Cisint + Ca cost, 求 其 满足 初始 条 件 
z (3) = 1 (了 ) = -1 的 解 中 . 


解 ”由 通 解 z = Cisint + Cacost, 求 导数 后 有 二 = Cu cost - Casint 将 初 值 
条 件 代入 , 得 到 方程 组 


(L117) 


2 2 
Ya Ga 


再 解 出 Cl 和 Ca 得 C1 = 0,C2 = V5, 要 求 的 特 解 为 z = V2cost. 
1.1.4 ”初等 积分 法 

本 章 的 其 余部 分 , 将 主要 讨论 某 些 具体 类 型 常 微分 方程 的 初等 解法 , 或 者 初等 
积分 法 . 之 所 以 称 为 初等 积分 法 , 是 因为 这 样 解法 的 最 后 都 把 求解 的 问题 化 成 求 积 
分 , 并 且 将 方程 的 解 用 初等 函数 及 其 积分 通过 有 限 次 运算 表示 出 来 ( 显 式 的 或 隐 式 
的 ). 凡是 能 做 到 这 一 点 的 常 微分 方程 , 就 称 为 可 积 方程 .下面 几 节 就 是 介绍 一 些 可 
积 方程 的 解法 . 它们 虽然 简单 , 但 都 是 常 微分 方程 求解 的 基本 内 容 , 而 且 在 实际 中 
具有 广泛 的 用 处 . 


1.2 变量 可 分 离 方 程 
形 如 


谈 = yo (118) 
或 
MtzjNiGdz+Malc)Nz(ydy=0 (19) 


四 二 是 函数 z 对 自 变量 求 导 , 是 = 对 + 的 二 阶 导数 , y 是 函数 y 对 自 变量 > 求 导 - 
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的 方程 称 为 变量 可 分 离 方程 . 也 分 别称 (1.18), (1.19) 为 显 式 变量 可 分 离 方程 和 微 
分 形式 放量 可 分 高 方程 


例如 蛛 一 zy 型 -et 型 = 于 zydz + zerdy 一 0 者 是 变量 可 分 离 方程 
方程 型 =z+w 型 =er+er, 型 + ex)dy = 0 都 不 是 变 
dz dz 
量 可 分 离 方程 


1.24 方程 到 = f(z)g(y) 的 解法 


变量 可 分 离 方程 是 最 基本 的 微分 方程 类 型 ,也 是 应 用 中 最 常见 的 微分 方程 类 . 
这 里 给 出 一 个 有 别 于 流行 教材 的 简明 叙述 如 下 : 

设 f(z) 在 区 间 (a,45) 上 连续 , 而 g(y) 在 区 间 (a,8) 上 连续 , 车 y = y(z) 是 方 
程 (1.18) 的 任意 一 个 解 , 由 解 的 定义 可 知 , 有 恒等式 


y(z)= /f(z)g(y(z)), zx € (a,b). (1.20) 
若 gly) #0, 则 式 (1.20)( 变 量 分 离 法 ) 可 等 价 地 写成 


| 
6 =, re lob), (1.21) 


将 式 (1.21) 两 员 求 = 的 不 定 积分 得 和 jaz = 了 fC)az+C, 即 


g(y) 


谢 = = /rodz +C (1.22) 
确定 的 隐 函 数 是 方程 (1.18) 的 通 解 . 

车 存在 yo, 使 得 g(wo) = 0, 则 代入 方程 验证 后 可 知 y = yo (z e (a, 驯 ) 是 方程 
(1.18) 的 一 个 解 , 这 样 的 解 也 称 为 常数 解 , 它 的 定义 域 由 f(z) 的 定义 域 确定 . 

附注 ” 当 g(y) 关 0 时 , 由 (1.22) 确定 的 函数 y = y(z,C) 是 (1.18) 的 通 解 , 而 
且 (1.22) 是 通 解 的 隐 式 表达 式 , 也 是 方程 (1.18) 的 通 积分 . 在 求解 过 程 中 , 对 于 通 
积分 (1.22) 应 该 尽量 把 它 演算 到 底 , 即 用 初等 函数 表达 出 来 . 但 是 , 并 不 强求 从 其 
中 求 出 解 的 显 式 表达 式 . 如 果 积 分 不 能 用 初等 函数 表达 出 来 , 此 时 我 们 也 认为 微分 
方程 (1.18) 已 经 解 出 来 了 , 因为 从 微分 方程 求解 的 意义 上 讲 , 留 下 的 是 一 个 积分 问 
题 , 而 不 是 一 个 方程 问题 了 . 另外 , 如 果 方程 (1.18) 还 有 常数 解 y = yo (ze (o, 划 )， 
它 的 定义 域 是 随 f(z) 的 定义 域 确定 的 . 而 且 , 这 样 的 解 有 时 不 能 由 其 通 解 中 的 任 
意 常数 取 某 个 确定 的 数 得 到 , 这 时 方程 的 通 解 间 不 表示 方程 的 所 有 解 , 这 里 需要 特 
别 说 明 . 


1.2 变量 可 分 离 方 程 了- 


例如 ,应 用 变量 分 离 法 ,可 得 方程 总 这 二 落 的 通 解 arcsiny = arcsinz+C， 


即 ysin(arcsinz + 0), 但 是 ， 二 1 《ze 证 六 ) 也 是 所 给 方程 的 解 ,它们 不 包 
含 在 其 通 解 中 

约定 ”在 本 书 的 前 面 或 后 面 内 容 中 出 现 的 没 特别 说 明 的 字母 C, Cu C2,… 都 
表示 在 一 定 范围 上 取 任意 实数 值 的 常数 

例 1.4 求解 方程 也 = 


解 ” 当 y 关 0 时 , 由 分 高 变量 法, 方程 化 为 煤 = 旦 两 员 积 分 ,可 得 通 积分 
hn 人 名 =inlzl+C 或 Inly|=In|lCz|， 


解 出 y, 得 所 给 方程 通 解 y = Cz. 另外 , y = 0 也 是 所 给 方程 的 解 , 在 通 解 y = Cz 
中 , 由 任意 常数 取 零 可 以 得 到 . 

例 1.5 ” 某 厂 房 容积 为 45m x 15m x 6m, 经 测定 空气 中 含有 0.2% 的 CO>, 开 
动 通风 设备 , 以 360m3/s 的 速度 输入 含有 0.05%CO， 的 新 鲜 空气 , 同时 又 排出 同等 
数量 的 室内 空气 . 问 30min 后 室内 所 含 CO。 的 百分比 ? 

解 ” 设 在 时 刻 t, 车 间 内 CO2 的 百分比 为 z(t)%, 当时 间 经 过 dt 之 后 , 室内 
Co 的 改变 量 为 

45x 15x6xdz%= 360x0.05% x dt 一 360 xz%% x dt. 
于 是 , 有 关系 式 
4050dz = 360(0.05 一 z)dt 或 dz = 高 (005 —z)dt, 


初 值 条 件 为 z(0) = 0.2, 使 用 分 离 变量 法 并 积分 , 可 得 


i -人 
jo2005-z 娓 站“ 
工 = 0.05 十 0.15e- 吉 + 


以 上 = 30min = 1800s 代入 上 式 , 得 到 z = 0.05, 即 开动 通风 设备 30 min 后 , 室 
内 的 CO 含量 接近 0.05%, 基本 上 已 是 新 鲜 空气 了 . 
1.2.2 方程 Mi(z)Ni(y)dz + Ma(z)Na(y)dy = 0 解法 

方程 (1.19) 与 方程 (1.18) 的 解法 是 类 似 的 , 但 需要 强调 的 是 : 在 方程 (1.19) 中 
的 z 与 y 都 可 以 被 认为 是 自 变 量 或 函数 , 也 称 z 和 y 在 方程 中 地 位 是 “平等 ”的 . 
为 此 , 通过 例题 解析 说 明 如 下 . 
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例 1.6 ”求解 方程 z( 刀 一 D) dz +yVz2 一 1dy =0. 
解 ” 当 = 闻 二 1, 二 1 时 , 原 方程 即 疡 旦 + 池 于 一 0, 由 积分 可 得 


7 + 六 

dz 3dy 
= 0, 

Vi) -1I 


进而 可 得 Vz7 一 1+In|y? 一 1|=c, 即 (yw 一 1)ev3 Y=C 是 所 给 方程 的 通 解 . 另 
外 , 由 代入 验证 知 y = +l (ze (11D), z = +1 (ye R) 都 是 方程 的 常数 解 , 其 中 
y = 二 1(z € (~1,1)) 包含 在 通 解 中 , 由 任意 常数 C 取 零 可 以 得 到 ; z = 二 (YE R) 
不 包含 在 通 解 中 , 无 论 C 取 何 值 都 不 能 得 到 

一 般 地 , 方程 (1.19) 的 通 解 由 


/Pw+/ 3 
Ni(y) Ma(z) 


给 出 , 车 Ni(w) = 0 或 Ma(zo) = 0, 则 y = 加 或 = = zo 是 方程 (1.19) 的 常数 解 ， 


dz=C (1.23) 


1.3 齐 次 方程 


1.3.1 “ 齐 次 方程 的 解法 
形 如 
里 -他 020 
的 方程 称 为 齐 次 方程 ， 
解 令 u= 上 则 有 型 =-v+z 籽 ,代入 方程 (1.24) 得 


du _ g(W)—u 
”2 


它 是 一 个 变量 可 分 离 方程 , 当 g(u) -wu 取 0 时 , 分 离 变 最 并 积分 , 得 到 它 的 通 积分 为 


/ 十 = =/ 宇 +In|Gil, (1.26) 


进而 有 Cuz = el "=, 即 z= Cee(w), 其 中 p(w) = 7 C= 去 让 
代入 , 可 得 到 原 方程 (1.24) 的 通 积分 = = Cev(5). 若 存 寿 常数 wo 使 gl) -uo =0, 
则 w= w 是 (1.25) 的 解 , 由 u = ,得 y = wo 也 是 原 方程 (1.24) 的 解 . 


例 1.7 求解 方 程 忆 借 二 zy 一 PF. 


(1.25) 


1.3 齐 次 方程 “9 


解 ” 原 方程 可 写成 齐 次 方程 形 式 SB = 圭一 ( 宇 ) ， 令 y = zu 代入 上 式 可 得 


z 


当 六 0 时 , 分 高 变量 得 - 2; ~ 时 ,两 六 积分 后 得 = 


,并 解 出 y, 可 得 到 原 方程 的 通 解 y = 
程 的 解 

例 1.8 (探照灯 设计 问题 ) 在 平面 解析 几何 中 已 经 指出 并 证 明了 如 下 结论 ; 
探照灯 的 反射 面 设计 为 旋转 抛物 面 ,即将 抛物 线 绕 对 称 轴 旋 转 一 周 所 成 的 曲面 . 若 
光源 安装 在 拖 物 线 的 焦点 处 , 光线 经 镜面 肥 射 成 为 平行 光线 . 现在 我 们 来 说 明 具有 
这 一 性 质 的 曲线 只 有 抛物 线 . 

- 解 “ 见 图 1.3, 由 对 称 性 , 只 需 考虑 
过 旋转 轴 的 一 个 平面 的 一 侧 平面 中 的 轮 
记 线 1， 设 旋转 轴 为 Oz 光源 放 在 原点 O 
处, 1 的 方程 为 y = y(z) (> 0), 由 点 O 
发 出 光线 经 反射 后 的 光线 平行 于 Oz 办 
MT 是 曲线 ! 上 点 M (z,y) 处 的 切线 , 由 
光 的 反射 定律 (入 射 角 等 于 反射 角 ), 并 结 
合 三 角 公 式 , 可 得 图 13 

2tanao 


tanas = tan(an + aa) 一 tan2aa = 2， 
- 2 


1 
HFG' 将 + 扫 成 


z 
TC; 当 *=0 时 ,有 y=0, 也 是 原 广 


而 且 有 tanas = (> 0) ,tanas = 上 ,代入 上 式 解 出 yy 可 得 


zz 
nd i © pr 
这 是 一 个 齐 次 方程 , 取 变换 u = 去 求解 , 接着 往 下 推导 比较 繁 . 这 里 考虑 其 等 价 


- 
的 “倒数 方 和 形式 4 = ( 1#(E) = ， 它 是 一 个 以 = 为 未 知 函数 的 齐 
iy 了 y 


次 方程, 取 变换 v= 三, 代入 上 式 便 得 + 到 = TEL 一 VIT 本 + 分 训 
变量 ,有 忆 汪 


-和 可 和 (e+ViT 攀 =Iny+inlCl, 将 。= Ef 和 
并 数理 可 得 VHT 磷 一 -z+ 区 Wm-C(C+2d)=20 (s+ 全 ), 是 以 原点 为 
焦点 的 抛物 线 - 
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附注 “一般 地 , 对 视 y 为 未 知 函数 的 齐 次 方程 使 用 变换 u = ,或 对 视 z 为 
未 知 函数 的 齐 次 方程 使 用 变换 u = ,都 可 将 其 化 为 变量 可 分 高 方程 


1.3.2 ” 准 齐 次 方程 的 解法 
形 如 


gy /tte) 


dr /\ar+byte 


型 (1.27) 


的 方程 称 为 准 齐 次 方程. 
解 ”应 用 变换 可 将 其 化 为 齐 次 方程 或 变量 可 分 离 方 程 的 类 型 
(D +=0 时 , (1.27) 即 


_ faz+byN hd 
Gs 
为 齐 次 方程 . 


(2) of 十 吕 夫 0, 也 即 cl 关 0 或 c2 关 0 时 , 令 工 =&+a,y =n 二 8 代入 ,(1.27) 就 
化 成 齐 次 方程 


(1.28) 


人 
dE ak +ban+arat+hB+e) 


aa 及 


oa ba 


如 果 4= 


| 关 0, 取 mw 有 为 代数 方程 组 


{ty 


(1.29) 
Qar+hbyt+c=0 


dn ,faéthn) 
的 解 , 则 可 得 3 一 (富士)， 这 是 齐 次 方程 (1.24) 的 形式 


如 上 的 想法 其 实 是 受到 解析 儿 何 中 的 坐标 平移 变换 启发 . 当 4 头 0 时 ,两 条 直 
线 
arzthyic=0, ar+byt+c=0 

相交 , 求 出 它们 的 交点 (0,), 作 华 标 平 移 , 把 坐标 原点 平移 到 (ov 有 当然, 在 变换 
+ ay= 9+O 下 有 冻 扣 与 之 适应 ,这 也 很 关键 

如 果 4 = 0, 则 (1.29) 没有 确定 的 解 (a,B), 上 述 方法 不 可 行 .但 此 时 , 方程 
(1.27) 可 转化 为 变量 可 分 离 方程 求解 事实 上 由 4 =0 得 uiba = azbh 成 立 , 可 分 
情况 讨论 如 下 
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当 az = ba=0 时 , 令 z=aiz+by,(1.27) 可 化 为 变量 可 分 离 方程 


时 -m+f (2); 
当 az 去 0, bz = 0 时， hb = 0, 此 时 (1.27) 为 变量 可 分 离 方程 
aiz+@ 
吾 /( 演 扑 ) 
当 az = 0,b2 关 0 时 , 必 有 al = 0, 此 时 (1.27) 为 变量 可 分 离 方程 
dy _ fbny+ey 
=) 
当 as##0 且 如 #0 时 ,有 时 一 只 二 入 于 是 aiz+biy = 和 azz +ba), 令 


z = aa7 + bay, 则 方程 (1.27) 可 化 为 以 = 为 变 最 的 变量 可 分 离 方程 


dz Az 十 cl 
| 


_ zytl 
一 了 + 一 3 


1 aor V+ 1 一 0 有 解 :zy = 2 
1 rz+y-3=0 


例 1.9 求解 方程 到 


解 因为 4= i 
邻 z=€+ly= + 2 代入 原 方程 并 令 u = 2, 有 +t 呈 = 
当 岂 +2u -1 关 0 时 ， 整理 得 中 -an = -此 ， 积分 得 


u2 十 2u 一 


inle+au- 1|= Se 
即 6 (w? 十 2u 一 1) = C, 代 回 原 变量 , 得 原 方程 的 通 积分 
(vy-2?+2(r- Dy-2)-(z-1)= 
当 w+2u-1= 0 时 ,有 ~v= -1+V5 代 回 原 变量 , 得 知 原 方程 还 有 两 个 解 为 
y=(-1+VD)(z -1D)+2, y=(-1— VD(z -1)+2. 


1.4 一 阶 线性 微分 方程 与 伯 努 利 方程 


1.4.1 一 阶 线性 微分 方程 的 解 


一 阶 线性 方程 
型 +p(z)y = f(z). (1.30) 
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如 果 f(z)=0, 则 
型 +play=0 3D) 
称 为 一 阶 线性 齐 次 方程 , 如 果 f(z) 不 恒 为 零 , 则 称 (1.30) 为 一 阶 线性 非 齐 次 方程. 
先 考虑 线性 齐 次 方程 (1.31), 这 里 “ 齐 次 "的 含义 与 1.3 节 中 的 不 同 , 这 里 指 的 
是 在 (1.30) 中 “自由 项 "f(z) = 0. 显然 ,(1.31) 是 一 个 变量 可 分 离 方程 , 由 变量 分 离 
法 , 易 知 它 的 通 解 是 
y= Ce-f rs)ar. (1.32) 
现在 利用 常数 变易 法 求 线性 非 齐 次 方程 (1.30) 的 解 . 其 想法 是 : 当 C 为 常数 
时 , 函数 (1.32) 的 导数 等 于 该 函数 乘 上 -plz), 故 (1.32) 是 齐 次 方程 (1.31) 的 解 ， 
要 求 非 齐 次 方程 (1.30) 的 解 , 则 需要 该 函数 的 导数 外 还 要 有 一 个 等 于 f(z) 的 相 加 
项 , 联系 到 乘积 导数 的 公式 , 将 (1.32) 中 的 常数 C 变易 为 函数 C(z), 即 令 


y= Clzje- Jpods (1.33) 
变换 去 求 方程 (1.30) 的 解 . 将 (1.33) 代入 (1.30), 有 
Cr(z)e- fraNe _ p(z)C(z)e- fms) + p(s)C(z)e- Sm) = 1(z)， 


即 Crtz) = f(zjel zenr 积分 后 得 Ctz) = /f(a)ef rardz + C, 将 其 代入 (1.33)， 
得 到 (1.30) 的 求解 公式 , 即 通 解 公式 为 


y= Ce- /rs)ds +e-Jplzjdz Jrew Plz)dzdz. (1.34) 


在 求解 具体 的 方程 时 , 建议 使 用 常数 变易 法 的 诱导 变换 y = C (z)e- JPlz)d 去 
求解, 可 不 记忆 如 上 通 解 公式 .当然 , 为 了 节省 求解 时 间 , 也 可 记 住 公式 , 通过 代入 
公式 求解 , 这 种 解法 称 为 公式 法 . 


例 1.10 ”求解 方程 
dr™z 


解 这 是 线性 非 齐 次 方程 , 由 常数 变易 法 , 取 变 换 y = C (zjef 入 = C (z)z 
代入 上 式 有 C'(z)z + C(z) = C(z) + z2, 即 C'(z) =z, 积分 得 C(z) = 地 +C, 代 
回 变换 后 , 得 所 给 方程 的 通 解 为 y Cz + 3 

仔细 分 析 方程 (1.30) 的 通 解 公式 (1.34), 可 以 发 现 它 由 两 项 组 成 , 第 一 项 是 对 
应 齐 次 方程 的 通 解 , 第 二 项 是 非 齐 次 方程 的 一 个 特 解 ( 它 是 通 解 中 取 C =0 对 应 的 
特 解 ). 因此 有 如 下 结论 : 线性 非 齐 次 方程 方程 (1.30) 的 通 解 等 于 它 所 对 应 的 齐 次 


+ 


1.4 “一 阶 线 性 微分 方程 与 伯 努 利 方程 13. 


方程 (1.31) 的 通 解 与 它 的 一 个 特 解 之 和 . 这 是 一 个 与 高 等 代数 中 高 阶 线性 代数 方 
程 或 者 线性 方程 组 有 点 类 似 的 性 质 , 被 称 为 线性 方程 的 解 的 结构 性 质 . 
求解 初 值 问题 每 
{ 型 +ztay = 7)， 
3y(zo) = 加 - 
可 采用 常数 变易 法 的 定 积分 形式 , 使 用 变换 
y= Clzje- 全 ztnDdr， (1.35) 


代入 (1.30) 并 化 简 , 可 得 
Ce) = f(z)elo re, 


积分 得 C(z) = [/ “J(s)el%%mnards + C, 代入 (1.35) 得 到 
y=e [ordr (ce + [ f(r ) ‘ 
将 初 值 条 件 z = zo,y = yo 代入 , 得 到 C = yo, 于 是 所 求 初 值 问题 的 解 为 
y= 0- /Mar (% 二 大 (sjelsa ptrar as) (1.36) 


即 a 
y= oe (mn)ar + e- /rter [/ f(s)els P(r)ards. (1.37) 


例 1.11 (电学 问题 ) ” 设 如 图 1.4 的 电路 , 其 中 。 = 
Eosinwt 为 交流 电源 的 电动 势 . 当 电流 为 i 时 .电阻 R 两 端 


刻 上 = 0 时 , 电路 的 电流 为 io, 求 电流 i 与 时 间 t 的 关系 . 
解 ”根据 基 尔 韦 夫 (Kirchhoff) 定律 ,有 如 下 的 关系 : 


Bosinut= Ri+L 宇 ， 


整理 , 得 到 关于 i 的 线性 方程式 后 = -于 + 全 sinut 要 求解 初 值 问题 
委 = -至 十 了 so 
i(0) = io- 


所 以 由 公式 0L37) 有 0 = ze- 如 二 本 全 “2s sinwsds, 积分 后 得 到 


Lo 
i() = (% + es) + (Rsin ot Lucoswt), 
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因为 及 > 0, > 0, 故 当时 间 t 充分 大 时 , 第 一 项 趋 于 零 , 只 剩 下 第 二 项 . 第 二 项 经 
过 化 简 后 , 得 到 

= J ), 
其 中 p= mein 而 全 

公式 (1.36) 或 (1.37) 在 研究 某 关 一 阶 线性 方程 的 解 的 性 质 时 比较 有 用 ， 

例 1.12 设 孙 数 f(z) 在 [0, +co) 上 连续 且 有 界 , 试 证明: 方程 并 +y = f(z) 
的 所 有 解 均 在 [0,+oo) 上 有 界 . 

证 明 ” 设 y = y(z) 为 方程 的 任 一 解 , 它 满足 初始 值 条 件 y(zo) = yo,zo 和 
[0,+o0), 于 是 , 由 公式 (1.37), 它 可 以 表示 为 y(z) = yoerCe-o + J/ f(s)er-rds, 只 
要 证 明 y(z) 在 [zo,+oo) 上 有 界 即 可 . 因为 |f(z)| < M,z e [0,+oo), 所 以 ,对 于 
zElzo+o0) 有 


la lnk -+ {ersas < tol + Me™® [eas 
= ll+ MO ~ es0)) 
< lwol + M. 
证 毕 , 
1.4.2 伯 努 利 方程 的 解 
形 如 
时 十 P(z) = f(z)y", n#0,1 (1.38) 
的 方程 称 为 伯 努 利 (Bernoulli) 方 程 
伯 反 和 方程 38) 是 一 种 非 线性 的 一 入 微分 方程 经 过 和 当 的 克 量 杰 换 它 可 
以 化 成 一 阶 线性 油分 方程 . 事实 上 , 在 (1.44) 两 端 除 以 yw, 得 y-" 蜡 +p(z)y'- 
f(z), 即 
二 +r) =/ 
令 z=W-" 代入 上 式 , 则 有 
下 +zlaz = yto)， 
这 样 , 就 把 (1.38) 化 成 以 > 为 未 知 函数 的 线性 方程 了 - 
伯 努 利 方程 (1.38) 还 可 利用 常数 变易 法 求解 .使 用 变换 y = C (zje-J ze) 
去 求解 也 很 方便 , 这 里 略 去 推导 过 程 , 给 出 其 通 解 公式 如 下 : 


"eC-nire (c+0-n) fi® Be) (1.39) 
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另外 , 从 原 方程 可 看 出 ,n > 0 时 , y = 0 也 是 方程 的 解 , 而 且 它 不 能 由 如 上 通 解 公式 
给 出 . 
例 1.13 解 方程 蜡 一 6 — zy. 
z 


解 ” 应 用 公式 (1.39) 即 可 给 出 y-? = eG (ca 一 21ze4-37 4edz 


即 

1 汪 

3= 吉 (c+ /za 
所 以 , 原 方程 有 通 解 一定 =C 及 常数 解 /一 0 


1.5 ”全 微分 方程 及 积分 因子 


1.5.1 ”全 微分 方程 
车 微分 形式 的 一 阶 方程 (1.10) 


M(z,y)dz + N(z,y)dy =0 
的 左 端 恰好 是 某 个 二 元 函数 U(z,y) 的 全 微分 , 即 
dU(z,y) = M(z,y)dz + N(z,y)dy (1.40) 


则 称 (1.10) 为 全 微分 方程 ,或 者 恰当 方程 U(z,y) 也 称 为 力 程 (1.10) 的 原画 数 . 
例如 ,方程 zdz + ydy = 0 是 一 个 全 微分 方程， 因为 它 的 左 端 是 二 元 函数 
Urlz,) = +( 十 芒 ) 的 全 微分 . 
如 条 求解 全 和 分 方程 电 ?再 看 方程 zdz.+ ydy = 0, 由 于 它 的 左 遇 是 二 元 了 数 
荆 到 的 全 微分 ， 故此 方程 也 即  ( 王 二 = 车 y=y(z) 是 (1.47) 的 解 , 则 


有 d (2) 三 0, 所 以 , 此 处 方程 的 解 , 是 通 积分 形式 z2 十 y = C. 
一 般 地 , 有 如 下 定理 : 
定理 1.1 设 U(z,y) 是 (1.10) 的 一 个 原 函数 , 则 全 微分 方程 (1.10) 的 通 积分 


为 
U(z,y)=C. (1.41) 


证 明 ” 先 证 (1.10) 的 任意 解 y = y(z) 均 满足 方程 (1.41), 因为 y = y(z) 是 
(1.10) 的 解 , 故 有 恒等式 


M(z,y(z))dz+N(zy(z))dy(z) =0, 
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因为 UV(z,y) 为 (1.10) 的 原 函 数 , 所 以 ,有 dU(z,y(z)) 三 0, 从 而 
U(z,y(z)) 三 C (C 为 一 常数 )， 
这 表明 , y = y(z) 满足 (1.41). 

再 证 明 (1.41) 所 确定 的 任意 隐 函 数 y = y(z) 均 为 (1.10) 的 解 , 因为 y = y(z) 
是 由 (1.49) 所 确定 的 隐 函 数 , 所 以 存在 常数 C, 使 U(z,y(z)) = C, 将 其 两 边 微分 并 
应 用 U(z,y) 是 (1.46) 的 原 函 数 的 性 质 , 即 有 

dU(z,y(z)) = M(z,y(z))dz+ N(z,y(z))dy(z) = 0, 


所 以 , y(z) 是 方程 (1.10) 的 解 . 证 毕 . 
根据 上 述 定理 1.1, 当 (1.10) 为 全 微分 方程 时 , 只 需求 出 它 的 一 个 原 函数 U(z,y)， 
就 可 以 给 出 它 的 通 积分 为 C(z,y) = C. 
全 微分 方程 有 很 具体 的 物理 意义 , 现 设 在 zCy 平面 上 有 一 力 场 
F = M(z,yji+ N(z,y)i. 


考虑 求 这 样 的 曲线 C : C(z,y) = 0, 它 上 力 场 处 处 垂直 , 即 处 处 有 


dy .._ M(z,y) 
dz “Ntzy) 


或 (1.10): 
M(z,y)dz + N(z,y)dy = 0, 


于 是 , 问题 就 转化 类 求解 如 上 形式 的 方程 . 若 力 场 存在 位 势 函 数 V(z,y), 满足 
dV(z,y) = M(x,y)dz + N(z,y)dy, 


则 此 时 (1.10) 就 是 全 微分 方程 , 它 的 通 积分 为 V(z,y) = C. 由 这 式 子 所 确定 的 曲 
线 是 力 场 的 等 位 线 . 沿 着 等 位 线 , 力 场 是 不 做 功 的 , 因而 必须 处 处 与 力 场 垂直 . 

下 面 介绍 两 种 求 原 函数 的 方法 . 

1. 凌 全 微分 方法 

在 某 些 简单 情形 下 , 可 以 通过 观察 方程 (1.10), 考虑 所 谓 的 六 全 微分 方法 , 也 简 
称 潜 微 法 , 直接 求 出 它 的 一 个 原 函 数 , 从 而 也 就 得 到 它 的 通 积分 . 这 里 要 求 熟 记 一 
些 常见 的 二 元 函数 的 全 微分 公式 , 如 下 几 个 全 微分 公式 是 比较 有 用 的 : 


ay) =ydz+zdy dD) = (5) -ee 
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-es 
y my y 

例 1.14 。 求解 微分 方程 zdz + 他 士 )dz 一 区 一 dy 0 


+ 
解 ”观察 微分 方程 的 左 端 , 有 


(s+)dz— (rydy zdr+ydy , ydr — zdy 
dz 十 i 一 ztz+ + 让 他 


=a 人 3) +a (Ste +))) +a (arctan®) 


df 空 lintzz 引 
=-d( 到 + + +arctanT 


ydr — zdy 2 2 oTdr+ydy 
,dn 4) -2 


于 是 , 原 方程 的 解 为 通 积 分 于 ++In( + 1P) + aretan 王 一 C. 
2. 一 般 方法 
定理 1.2 ” 设 方程 (1.10) 中 的 M(z,W),N(z,y) 在 矩形 区 域 


R(lz—zol < aly— wl sb) 
上 连续 可 微 , 则 方程 (1.10) 是 全 微分 方程 的 充 要 条 件 是 : 在 R 上 有 
= (1.42) 


证 明 ”必要 性 . 设 (1.10) 是 全 微分 方程 , 则 存在 原 函 数 U(z,y), 使 得 
au 


dU(z,y) = M(z,y)dzr + N(z,y)dy = 实 d + 机 
所 以 
如 =MD， 器 = we. 


将 以 上 两 式 分 别 对 y 和 z 求 偏 导数 , 得 到 
PU OM(zYy) PU _ ON(z,y) 
万 让 


Bry B ”ar 


因为 MN 连续 可 允 , 所 以 总 2 = 部 录 , 妈 0L.42) 成 立 . 
充分 性 . 设 (1.42) 在 区 域 内 成 立 , 现在 求 一 个 二 元 函数 Uz ,使 它 满足 


dU(z,y) = M(z,y)dr + N(z,y)dy, 
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即 
姓 =MeD， 儿 =Ney), 


Or 
所 以 , 由 上 第 一 个 等 式 得 
ve = [Mer + ly), 
其 中 p(y) 为 5 的 任意 可 党 画 数 , 要求 满足 22 N(x, 共 必须 使 所 取 的 p(y) 满足 


= Mrt yD) =Ne), 


由 参 变量 积分 的 性 质 和 条 件 (1.42), 上 式 即 为 矿 2 由 az + wy) = Ne 或 
N(z,y) — N(zo,y) + ¥'(y) = N(z,y). 
从 而 可 知 应 取 , yA(y) = N(zo, ,积分 后 得 到 
y 
= JN(zo,y)di Cu 
eg) 让 (objdy+ Ci 


取 Ci=0, 得 


ven= [Mewar+t fN(eoay (143) 
岂 本 


是 全 微分 方程 (1.10) 的 一 个 原 函数 ,， 
天 Modz+ 有 太 NE (144) 
局 网 


是 全 微分 方程 (1.10) 的 通 积分 . 证 毕 . 
附注 “(1) 应 用 对 称 性 , (1.43) 、(1.44) 的 如 下 对 称 式 : 


vy) = [Mewar+t fN(e way, (1.45) 
& |, 


9 Mawar+ 三 Neoay=C (1.46) 
zo 站 


也 分 别 是 全 微分 方程 (1.10) 的 原 函 数 和 通 积分 . 

(2) 定理 1.2 不 但 给 出 了 判断 方程 (1.10) 为 全 微分 方程 的 充 要 条 件 , 而 且 证 明 
中 指明 : 当 判 别 式 (1.42) 成 立时 , 可 由 式 (1.43) 或 者 (1.45) 给 出 方程 (1.10) 的 原 
函数 , 式 (1.44) 或 (1.46) 给 出 方程 (1.10) 的 通 积分 . 
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例 1.15 ”求解 方程 ez(2z 十 z2 十 妃 )gdz 二 er(z2 二 3g2)dy=0. 

解 因为 3 = ez+ 瑟 + 30P) = 3， 所 以 , 原 方程 是 一 个 全 微分 方程， 
取 zo = 0 3 = 0( 不 一 定 非 这 样 选取 不 可 , 这 样 选取 只 是 为 了 简单 ，(zo to) 只 需 满 
是 关系 中 。 = %7 便 可 ), 应 用 (1.46) 可 得 其 通 角 为 


[ Ve(22 + 37)dy = C, 
l 


即 yer(z2 +)=C. 

附注 ” 例 1.15 中 选用 (1.46) 比 应 用 (1.44) 的 情况 更 为 简明 . 

求全 微分 方程 (1.10) 满足 初 值 条 件 ytzo) = yo 的 解 , 以 = = zo,y = yo 代入 
(1.44) 或 (1.46), 可 定 出 C = 0, 因此 , 全 微分 方程 (1.10) 满足 初始 条 件 y(z0) = 基 


的 初 值 问题 的 解 可 出 如 下 方程 确定 : 
[ M(z,y)dr + 矿 N(zo,y)dy = 0 (1.47) 
国 央 
= y 
[ M(x,yo)dr +/ Near (1.48) 
局 » 


(GEE) 
例 1.16 maa { dr+ dy = 0 
y(0) =2. 


解 “因为 宾 =< 一 2， 所 以 原 方程 是 全 微分 方程 应 用 公式 (1.47) 可 由 


ao 即 jy+ oz- 人 =0. (1.49) 


解 出 y, 得 到 解 为 y= 一 z? 十 Vz 十 4 
附注 ” 例 1.16 中 , 方程 的 积分 (1.49) 确定 的 函数 y = -x? - Vz7 十 4 不 是 所 
求 初 值 问题 的 解 . 


1.5.2 积分 因子 


以 上 介绍 了 全 微分 方程 的 判定 和 公式 求解 . 但 是 , 通常 方程 (1.10) 未 必 是 全 微 
分 方程 . 例如 , 下 面 的 方程 : 


(2z+r ty)ydrt+ (r+3y)dy=0 


就 不 是 全 微分 方程, 因为 ZL = 2 + z + 3y7 六 2z = 2， 但 是, 如 将 上 面 这 个 
方程 两 册 同 乘 以 e, 那么 得 到 的 方程 就 是 如 例 1 15 所 给 的 全 微分 方程 由 此 可 以 
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引出 下 面 的 积分 因子 方法 . 
假如 存在 连续 可 微 函 数 J(z,y) 关 0, 使 得 方程 


Hz,a)M(z,y)dz+Hz,y)N(z,ydy=0 {1.50) 


成 为 全 微分 方程 , 则 称 J(z,y) 是 方程 (1.10) 的 一 个 积分 因子 . 

因为 y(z,y) 关 0 时 , 方程 (1.10) 与 (1.56) 同 解 . 于 是 , 当 j(z,y) 是 积分 因子 
时 , 在 求解 (1.10) 时 , 只 需 用 全 微分 方程 解法 去 求解 (1.50). 关键 的 问题 是 如 何 求 
得 合适 的 积分 因子 y(z,y). 下 面 就 来 研究 求 积分 因子 y(z,y) 的 方法 . 


方程 (1.50) 是 全 微分 方程 的 充 要 条 件 为 各) 9， 展开 并 台 再 妈 得 


On On OM ON 
NE-M 叶 =( 竹 - 鉴 ) 5 
这 是 一 个 偏 微 分 方程 一般 情 况 下 是 不 易 求 解 的 不过, 对 于 某 些 特殊 情况 ,(1.51) 
的 求解 问题 还 是 比较 容易 的 , 这 里 给 出 几 种 特殊 积分 因子 的 求法 

定理 1.3。 设 函 数 M(z,y), N(z,y), p(xy) 都 在 抵 形 区 域 


R(lz ~ zol aly ~ yol < 6) 


上 连续 可 微 , 则 方程 (1.10) 具有 形 如 = u(y(z,y)) 的 积分 因子 的 充 要 条 件 是 


My—N; 
TE | 
Nope — Moy g(¥(z, 9)), (1.52) 


即 a = 仅 为 p(z,y) 的 函数 .此 时 ,= ec 是 方程 (1.10) 的 积分 因 
ve 一 My 
予 其 h GO = /oodv 
证 明 ”必要 性 . 若 方程 (1.10) 具有 形 如 p= p(y(z,y)) 的 积分 因子 , 则 (1.51) 
成 为 
(Nps — Mpy) = (My — Ne)p, 


时 Ne AM) 
Npz— Mypy p(y)” 
亦 即 (1.52) 仅 为 p(z,y) 的 函数 . 
充分 性 . 车 (1.52) 仅 为 P(z, 切 的 函数 , 则 由 计算 知 p = ecSte(*2) 是 方程 (1.51) 
的 解 , 即 方程 (1.10) 具有 形 如 js = p(wp(z,y)) 的 积分 因子 . 证 毕 . 


在 w(z,y) 分 别 取 特 殊 的 = 或 y 时 , 可 以 给 出 如 下 两 个 推论 
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推论 1.1 方程 (1.10) 存在 只 与 > 有 关 的 积分 因子 w(z) 的 充 要 条 件 是 


人 ( 禾 9) = yl), (1.53) 
1 /68M ON 
即 衣 ( 狂 一 喧 ) 只 与 有 关 ( 不 会 四 且 此 时 有 
Hz) = ef vr. (1.54) 
推论 1.2 方程 (1.10) 存在 只 与 y 有 关 的 积分 因子 ny) 的 充 要 条 件 是 
-证 ( 语 -等 ) -rw， (1.55) 
1 /80M ON 
四 广 ( 络 - 嘻 ) 只 与 ， 有 关 ( 不 全 可 且 此 时 有 


py) = ef vy. (1.56) 


例 1.17 ”求解 方程 (2z + z2 十 32)ydz + (z2 + 3y2)dy = 0. 
解 因为 = 2z+ 富 + 3 2 可 导出 


OM ON 


Wr 


不 含 y. 所 以 , 原 方程 有 积分 因子 J(zx) = ef dz = ex, 与 例 1.15 给 出 的 全 微分 方程 
同 解 ， 
yer(z2 +y)=C. 

当 一 个 微分 形式 的 方程 被 发 现 有 一 个 确定 的 积分 因子 后 , 考虑 其 等 价 的 全 微分 
方程 求解 时 , 最 好 不 要 急 着 用 公式 法 , 应 先 试用 凑 全 微分 方法 , 如 例 1.17 就 有 等 价 
的 全 微分 方程 

Er(2r + 1? +y)ydz + er(z? + 3y°)dy = 0， 
即 
er(z2 十 2z)ydz 十 eryadz +erz2dy 十 3yez2dy = 0， 
亦 即 d (erz2y) + d (ezya) ~ 0, 进而 可 给 出 方程 的 通 积分 为 e=(z2 + 3P)y = C. 
例 1.18 ”试用 积分 因子 方法 求解 线性 方程 (1.30): 


V +p(z)y = f(2). 
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解 ” 考 虑 与 原 方程 等 价 的 微分 形式 方程 (p(z)y f(z))az+dy =0, 有 
各 jp) 
积分 因子 p(z) = ef lzjdz, 以 ef rtzjdz 去 乘 ( 1.30) 有 el re)dz + plzjeJ plndzy = 
f(z)ef zejdz, 即 
(ef re)az) = f(z)el rehtz 或 yeJ ztzjdz = J serar + 
所 以 ,方程 (1.30) 的 求解 公式 为 


y=e- /ns)de (/ swe P(z)dzdz + o) . 


1.6 一 阶 隐 式 微分 方程 
本 节 主 要 介绍 解 隐 式 方程 (1.8) 即 
F(z,y,y)=0 
在 y 不 能 方便 解 出 时 的 如 下 一 些 特殊 情况 的 初等 积分 法 : 
(1) 可 解 出 y 的 方程 y= f(z,y); 
(2) 可 解 出 z 的 方程 = = f(y,y); 
(3) 不 含 y 的 方程 F(x,y) = 0; 
(4) 不 含 = 的 方程 Fly,y) = 0， 
这 里 , 假定 函数 f, F 都 具有 连续 的 偏 导数 


1.6.1 方程 y = f(z,W) 的 解法 


设 y = z( 参 变数 ), 则 
y= f(z,p). (1.57) 


式 (1.57) 两 边 对 z 求 导 , 并 代入 y =p, 可 得 

= 大 + 万 时 ， (1.58) 
它 是 一 个 以 z 为 自 变量 , 能 方便 解 出 导数 p/ 的 一 阶 方程 , 我 们 可 考虑 应 用 前 几 节 
介绍 的 方法 对 其 进行 研究 . 若 (1.58) 能 求 出 通 解 为 

p=¥(z,0), 


将 上 式 代 入 (1.57), 得 到 
y= f(z,p(z,C)), 
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就 是 y = f(z,y) 的 通 解 . 


附注 ” 当 从 方程 (1.58) 中 解 出 p = p(z,C) 时 , 只 要 将 其 代入 式 (1.57), 就 得 
到 (1.57) 的 通 解 了 . 这 时 就 不 要 再 将 p 当 作 y 去 积分 来 求 y. 这 是 因为 riy = 了 


要 求 满足 的 方程 也 即 (1.57). 


若 (1.58) 能 求 出 通 解 为 
z=%(p,C), 
则 将 上 式 与 (1.57) 联 立 , 得 
{ z=$(p,0), 
y= f(z,p). 
这 就 是 y= f(z,y) 的 以 p 为 参数 的 通 解 . 
若 (1.58) 能 求 出 通 解 
9(zPC)=0， 
则 将 上 式 与 (1.57) 联 立 得 y = f(z,yY) 的 以 p 为 参数 的 通 解 为 
{ Ylz,p,C) =0, 
y= f(z,p). 


例 1.19 ”求解 方程 y 一 凡 一 zy 十 
解 令 Y =P 则 
站 1.2 
y=p -P+37: 
式 (1.59) 两 边 对 z 求 导 , 代入 y =p 并 整理 可 得 


人 pa 严 - 2p- 本 =0 


(1.59) 


上 式 又 可 化 为 2p- 习 (把 一 1) = 0 所 以 ,由 加 -z=0, 得 p 一 多, 代入 (159) 
得 原 各 的 一 个 特 解 y= 拷 , 由 外 -1 = 0 解 得 了 = = + C, 代入 (1.59), 得 原 方程 


的 通 解 y= 3z? + Cz + C2 


例 1.20 ”求解 方程 
3=2y + p(y), 
其 中 假定 p 是 已 知 的 二 次 可 微 函数 . 
解 令 y =p, 则 
y= zp+¥(p), 


(1.60) 


(1.61) 
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式 (1.61) 两 边 对 z 求 导 , 代入 y = p 并 整理 可 得 (z+y(D))p = 0， 所 以 ,由 
型 -0, 得 p= C, 代入 (1.61), 得 原 方程 通 解 为 


y= Cr+ (0), (1.62) 


由 于 yr(p) #0, 再 由 十 y'(p) = 0 解 得 隐 函 数 p = p(z), 代入 (1.61), 得 到 原 方程 
的 一 个 特 解 为 
Y= zp(z) 十 P(P(z)) (1.63) 
方程 (1.61) 称 为 克 莱 罗 (Clairaut) 方 程 ， 由 式 (1.62) 可 知 , 它 的 通 解 恰好 是 在 
方程 (1.60) 中 用 C 取代 y 而 成 的 , 而 特 解 (1.63) 由 z + w'(p) = 0 解 出 p = p(z)， 
并 用 p = p(z) 取代 (1.60) 中 y 而 成 .如 果 要 找 一 条 曲 统 ,使 得 它 的 每 一 切线 都 具 
有 某 种 性 质 ,而 这 性 质 只 与 切线 相关 ,与 切 点 无 关 , 则 这 曲线 所 满足 的 方程 一 定 是 克 
莱 罗 方程 . 这 是 因为 , 曲线 的 切线 方程 可 表示 为 


Y-y=y(X-z), BT Y=yX+(y-zy), 


其 中 (z,y) 表示 切 点 , (X,Y) 表示 切线 上 的 动 点 . 于 是 , 这 样 的 切线 的 性 质 都 可 以 
用 y 与 y- zy 的 关系 式 表示 为 f(y,y 一 zy) =0, 由 此 可 以 解 出 y - zy, 因而 得 
到 克 莱 罗 方程 (1.60). 
1.6.2 方程 = = f(y,y) 的 解法 
= P( 参 变数 ), 则 
z= f(yp), (1.64) 
式 (1.64) 两 边 对 z 求 导 并 代入 y =p, 可 得 


gd 
1= fp+#E 
dy 


曙 
注意 到 红 3 -风电 = 是， 上 式 可 写成 


fyp+ fp 四 =1, (1.65) 


它 是 一 个 以 y 为 自 变量 , 能 方便 解 出 导数 p/ 的 一 阶 方程 , 可 以 考虑 应 用 前 面 几 节 
中 所 介绍 的 方法 对 其 进行 研究 . 

车 (1.65) 能 求 出 通 解 p= p(y,C), 将 其 代入 (1.64), 得 到 z= f(y,w(y,0)) 是 
工 = f(y,V) 的 通 积分 . 
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车 (1.65) 能 求 出 通 解 y = p(p,C), 将 其 与 (1.64) 联 立 得 { se 就 
是 = = (wy) 的 以 p 为 参数 的 通 解 

着 (1.65) 能 求 出 通 解 p(y,p,C) = 0, 将 其 与 (1.64) 联 立 得 { Re 3 u 
就 是 = = f(y,y) 的 以 p 为 参数 的 通 解 
1.6.3 方程 Ptz,y) = 0 的 解法 

从 几何 上 看 ,F(z,y) = 0 表示 (z,y) 平面 上 的 曲线 , 可 以 把 这 曲线 表示 为 适当 
的 参数 形式 


z= (0), i 
| y= (0), 号 


其 中 上 是 参数 , 当然 有 
F(p(t), w(t)) =0 (1.67) 
成 立 . 
现在 来 介绍 求 F(z,y) = 0 的 参数 形式 解 . 
由 基本 关系 式 dy = ydz, 把 (1.66) 代入 后 , 得 dy = w(t)p(t)dt, 由 积分 得 到 


六 本 [ wp(t)dt + C, 
于 是 , 上 式 与 x = p(t) 联 立 得 


z= 9(t), 
y= /voor+c, We 


它 是 方程 Ptz,y) = 0 的 参数 形式 的 通 解 . 通过 验证 可 知 ,将 (1.68) 代入 F(z,y) = 0 
得 到 (1.67), 这 说 明 (1.68) 确实 是 方程 的 参数 形式 通 角 

例 1.21 求解 方程 VI+y=y. 

解 ” 令 =tant (lt| < 对 ), 代入 原 方程 可 得 = = sint 原 方程 的 参数 形式 为 


z= sint, 

y= tant. 
代入 dy =ydz, 又 有 dy = tant costdt = sindt, 积分 得 到 y = -cost+C. 从 而 原 
方 和 的 参数 形式 通 解 为 ”一 、"。。 ，C， 这 里 可 以 方便 地 消去 参数 得 到 原 方 


程 的 通 积分 为 22+(y 一 C)?=1. 
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例 1.22 求解 方程 z3 +(y)? 一 3zy =0. 


解 、 令 二 二 代入 原 方程 可 得 2 一 25, 进而 有 一 3 


行囊 ,于 是 有 


_ 9 一 2B)22 


y= 


2 二 的 生 a -= 3 二 全 + C. 所 以 , 原 方程 有 参数 形式 通 解 


_ 3t 
i 

3 1+40 | 
2 一 20+65 


1.6.4 方程 F(y,y') = 0 的 解法 
与 上 面 情况 类 似 , 设 F(y,y) = 0 有 参数 形式 


y= p(t), 
{ y = (8). 0109) 


由 积分 可 得 y= 


由 基本 关系 式 dy = ydz, 把 (169) 代入 后 ,得 g(at 一 WDdz 也 即 dz = 到 


由 其 积分 得 z= 了 Sar+tc. 于 是 , 将 其 与 y = y(t) 联 立 , 得 到 方程 PF(y,y) = 0 
的 参数 形式 通 解 为 将 
二 /20 
{ := /Matc. 
y= p(t). 
例 1.23 求解 方程 yz(y 一 1) = (2 一 y)?. 
解 ” 令 2 一 y=wt 与 原 方程 联 立 可 解 得 y= 了 +t 且 V 一 1 一刀. 于 是 /#0 
时 由 dy 二 ydz 得 dz = 学 = 一 让 dt 进而 可 得 = = 二 + C. 所 以 , 原 方程 有 参数 形 


” 消去 参数 得 显 式 通 解 为 y = z 十 
y==+ 
时 , 代入 原 方程 可 知 y = +2, 也 是 方程 的 解 


1.7 几 种 可 降 阶 的 高 阶 方程 


本 节 要 介绍 三 种 高 阶 方程 的 解法 , 这 些 解法 的 基本 思想 就 是 把 高 阶 方程 通过 某 
些 变换 降 为 较 低 阶 方程 加 以 求解, 所 以 称 为 “ 降 阶 法 ”. 


式 的 通 解 


-2C. 另外 ,y' =0 
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1.7.1 方程 F(z,y,yetD0,… :yo) = 0 的 解法 


方程 
F(z,y ,yt ay) =0， 大 > 1， (1.70) 


只 要 令 WA = zx 代入 (1.70) 中 就 化 成 
(zz az- 有) =0. (1.71) 


如 果 (1.71) 能 求 出 通 解 = z(z, Ci,… ,Cn-), 则 y = z(z,C1,… ,Cn-k), 对 其 
积分 次 , 就 可 以 求 出 y. 注意 每 积分 一 次 , 要 产生 一 个 独立 的 任意 常数 


dy 1dty 
例 1.24 求解 方程 35 一 工本 一 0 


. 
解 令 z= 于, 则 有 蝶 - 宇 =02 = Cz 从 而 遇 = Cz, 积分 可 得 到 原 方 
程 的 通 解 为 
Y= Ciz5 + Caz3 + Caz2 + Car + Cs. 


例 1.25 ( 悬 链 线 方程 ) 如 图 1.5 所 示 , 有 一 完全 和 柔软 的 质量 均匀 线条 , 悬挂 
在 4, B 两 点 , 在 重力 作用 下 处 于 平衡 状态 , 试 求 这 曲线 的 方程 y = y (z)， 这 是 数 
学 历史 上 的 一 个 名 题 , 最 初 在 1690 年 由 往 姆 斯 伯 努 利 提 出 来 ， 有 人 , 如 伽利略 
(Galileo) 曾 猜想 这 是 条 双 曲 线 . 但 后 来 发 现 不 对 , 最 后 由 约翰 伯 努 利 解决 了 . 莱 
布 尼 茨 (Leibniz) 把 它 命名 为 悬 链 线 , 它 在 工程 中 应 用 很 广泛 . 

解 ” 设 p 是 悬 链 线 单位 长 度 所 受到 的 重力 , T(z) 表示 曲线 在 点 已 (z,y) 处 的 
张力 , 在 曲线 上 任 取 一 小 段 PG, 长 为 As, 点 Q 的 横 坐 标 为 z + Az, 由 平衡 条 件 
在 水 平方 向 有 T(z) cos (9 (z)) = T(z + Az)cos(g(z + Az)), 其 中 9 为 曲线 切线 与 
Oz 轴 的 夹 角 . 


图 1.5 
于 是 , 在 悬 链 线 上 任意 点 , 其 水 平 张力 为 常数 , 即 
T(z) cos (9(z)) = 互 (常量 ). 


28. 第 1 章 ” 常 微分 方程 的 初等 积分 法 


再 看 PG 在 垂直 方向 上 的 平衡 条 件 , 得 
Htang (z+ Az)= Htang (z)+ pAs. 
又 注意 到 y (z) = tang(z), 进而 有 
y(r+Ar) -yl(z)= 


" eto- py, As_p 
mds 互 AemoaAz 一 万 
即 悬 链 线 所 满足 的 方程 为 y = oy 十 V6, 使 用 变换 y/ = z 求解 , 可 得 方程 的 通 
解 为 


五 ez 一 CU 
万 +C2, 


设 是 链 线 最 低 点 的 模 举 标 为 zo, 纵 坐 标 为 h, 则 有 初始 条 件 y(z0) = hy (z0) = 0. 
将 其 代入 通 解 可 得 C4 = zo，Ca = 外 一 全， 所 以 ,最 链 线 则 线 方 和 为 


如 plz — zo0) H 
Sy Sale=R= 
F 


悬 链 线 在 高 压 线 架 设 中 常用 到 ， 设 两 等 高 铁塔 间 的 距离 为 21, 垂直 高 度 为 f， 
试 求 导线 中 的 水 平 张力 有 ,如 图 1.6 建立 坐标 系 , 则 导线 方程 为 


因为 v1) = 九 故 有 了 = 人 各 -于 或 中 名 一 + 
令 u= 生 后 可 得 chu= 人 + 这 是 一 个 超越 方程 ， 
其 近似 解 可 设 为 uo, 于 是 有 万 ~ 2 


1.7.2 方程 F(y,V，… ,ytm) = 0 的 解法 
方程 
FY, ,y")=0 (1.72) 
的 特点 是 不 显 含 自 变量 >. 这 时 , 总 可 以 利用 代 换 y = p, 使 方程 降低 一 阶 . 以 二 阶 
方程 
Flyy,y")=0 
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为 钢 , 令 Y= 于 是 有 ' 二 外 = 把 拒 一 p 把 ,代入 原 方程 就 有 


这 是 一 个 关于 未 知 函 数 p 的 一 阶 方程 ， 如 果 由 它 可 求 得 p = ety,C), 则 有 = 
p(y,C), 是 一 个 关于 z,y 的 变量 可 分 离 方程, 可 求 得 通 积分 

例 1.26 求解 方程 ry 0. 

解 令 y/ =P 则 y=p 代入 原 方程 得 p 开 +y = 0 或 zap+ydy = 0 由 


积分 可 得 

P= 或 虹 + 
进而 有 
对 上 式 积分 后 得 


arcsin 苍 = Ca+z， 


于 是 有 y= Cisin(C2 土 z) 或 y = Cisinz +cosz 为 要 求 方程 的 通 解 


例 1.27 求解 方程 [epee 


解 令 V=tant( 则 < 扫 ), 则 = 型 介 = . 


dt dz i ， 原 方程 即 为 


dz 
当下 及 cost， 工 = 及 sint 十 cly 
而 且 , 由 dy = ydz 可 得 

dy = (tant) Reostdt = Rsintdt, y= —Reost+ cz, 


所 以 , 原 方程 的 参数 形式 的 解 为 


开 sint 十 cl 
y= 一 尽 cost 十 cz， 
即 以 chyea 为 参数 的 圆 (一 c) + (vy 一 02)? = 严 . 
如 果 回 起 到 数学 分 析 中 曲线 的 曲率 公式 一 一 hn, 
明 : 给 定 曲线 的 曲率 为 常数 时 , 其 曲线 一 定 是 国 


例 1.28 ”从 船上 向 海中 沉 放 某 种 探测 仪器 , 按 探测 要 求 , 需 确定 仪器 的 下 沉 
深 y( 从 海平 面 算 起 ) 与 下 沉 速度 v 之 间 的 函数 关系 . 设 仪器 在 重力 作用 下 , 从 海 


那么 此 处 的 例子 说 
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平面 由 静止 开始 铝 直下 沉 , 在 下 沉 过 程 中 还 受到 阻力 和 浮力 的 作用 . 设 仪器 的 质量 
为 m, 体积 为 B, 海水 密度 为 p, 仪器 所 受 的 阻力 与 下 沉 速度 成 正比 , 比例 系数 为 
大 (k > 0). 试 建立 y 与 v 所 满足 的 微分 方程 , 并 求 出 函数 关系 式 y = y (z). 

解 ” 取 沉 放 点 为 原点 0, Oy 轴 正 向 为 铅 直 向 下 , 则 由 牛顿 第 二 运动 定律 得 


2 
mm3 = mg 一 Bp 一 局 
dy _ dvdy 


= 
其 中 v= 下 ,注意 到 7 kn 


器， 上 述 方程 即 变 量 可 分 离 方程， 


mo =mg ~ Bp ko, 


进一步 可 得 
2 In(mg— Bp— kv)+C. 


代入 上 式 , 可 得 


再 将 初始 条 件 v|,=o = 


C= 于 mg BA in (mg - Bp), 


所 以 函数 为 
__m,_m(mg— Bp) i, mg- Bp— ty 
ee [a mg-Bp “ 
1.7.3 方程 F(z,y,y，"… ,ym)) = 0 的 解法 
方程 
(zy ,Yy") =0. (1.73) 


若 存在 函数 6(z,yiyi ao-0) 满足 全 (zy) = F(z， 
yn)， 则 (1.73) 为 恰当 导数 方程 ,其 解法 与 全 微分 方程 的 解法 相关 似 ， 它 可 降低 
一 阶 ,化 为 
amy yD) = 

之 后 去 求解 这 个 方程 

例 1.29 ”求解 方程 yy” +W2 = 0. 

解 可 将 方程 写成 (ww) = 0 故 有 yy = Ct 也 即 (vi) = 2C, 积分 后 即 得 通 
解 

=201z + C2. 


这 一 段 的 解法 技巧 较 高 , 其 中 的 关键 问题 是 配 导数 . 
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1.8 可 积 方程 研究 


前 面 几 节 介绍 了 几 种 可 积 类 型 的 方程 .19 世纪 中 叶 以 前 的 数学 家 们 曾 企图 应 
用 初等 积分 法 解决 当时 过 到 的 一 切 常 微分 方程 . 然而 , 对 一 些 形式 简单 的 方程 , 如 
里 卡 蒂 (Riccati) 方 程 y = z? + y? 长 期 不 能 得 到 求解 , 这 与 代数 学 中 曾 企 图 应 用 根 
式 求解 一 切 次 数 的 代数 方程 的 情况 非常 类 似 ， 直 到 1841 年 , 法 国 数学 家 刘 维尔 
(Liouville) 证 明了 里 卡带 方程 
y=p(z)y +q(r)y+r(z), pr)#0. (1.74) 
除了 个 别 特殊 类 型 外 , 一 般 是 不 可 能 用 初等 积分 法 求解 的 . 注意 到 , 在 使 用 变换 


w=e-/ yds 
时 , 可 将 (1.74) 化 为 线性 微分 方程 
Pu" — (p' + pq) + Pru = 0, 


这 还 说 明 , 二 阶 线性 方程 一 般 是 不 能 用 初等 积分 法 求解 的 . 因此 , 用 初等 积分 法 求 
解 微分 方程 很 是 有 局 限 的 . 

但 是 , 很 多 实际 问题 与 理论 问题 又 迫切 地 希望 求解 方程 , 或 者 即使 不 求 出 方程 
解 也 要 能 够 了 解 给 定 方程 的 解 的 某 些 性 质 . 于 是 , 在 初等 积分 法 的 基础 上 就 发 展 起 
来 了 近似 解法 , 以 及 极为 深刻 的 微分 方程 的 定性 与 稳定 性 理论 . 当然 , 时 至 今日 , 人 
们 从 未 停止 过 寻找 可 积 类 型 微分 方程 的 研究 工作 . 
1.8.1 ”能 使 用 变换 y = wp(z)u 求解 的 一 阶 方程 

我 们 已 经 知道 : 齐 次 方程 的 解法 是 使 用 变换 y = zu, 一 阶 线性 方程 和 伯 努 利 
方程 都 可 以 使 用 变换 y = C (z)e-J re)dz 而 得 到 方便 地 求解 ， 这 里 通过 使 用 变换 
4= yp(z)u(p (z) 是 已 知 可 微 函数 ) 去 研究 (1.9) 


y=/f(,y) 


的 一 些 可 积分 情况 . 
现在 , 将 变换 y= yp (z)u 代入 方程 (1.9) 得 


FT)utp(r)u = f(r (7)Y). 
应 用 前 面 几 节 的 结果 , 考虑 一 些 特殊 情况 , 可 得 到 下 面 一 些 结果 : 
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1 Te 四 四 -wa 5(z)h(w), 方程 


P{(z) 
-ou( 克 ) + Re 


使 用 变换 y = 9 (z)u, 可 化 为 变量 可 分 离 的 方程 p(z)w = g(z)h(u), 它 是 可 积 
方程 


特别 地 , 通过 使 用 变换 y= zu 方程 
y=9(n)h (EE) +ay (1.76) 
可 化 为 变量 可 分 离 方 程 rew' = 9g (z) h(u); 
注意 到 zo-1g ( 艺 ) = ze-: (9 ( 艺 ) -a 世 ) +ay, 更 特别 的 情况 是 , 方程 
y= 71g (EE), (1.77) 


使 用 变换 二 zou, 可 以 化 为 变量 可 分 离 方程 zu = g(u) - au( 当 a 一 1 时 , 它 是 经 
由 的 齐 次 微分 方程) 

例 1.30 ”求解 方程 y = e=cos(zy) 一 攻 

解 方程 为 7) 对 应 = :的 情 况 ,全 用 灾 欣 了 可 化 为 变量 可 分 离 


方程 w = rer cosu, 进而 有 Ey /acrcmyes-ead-e (z— D+0, 
on 
zo (Tu) -Pou 1 
a (7) TSTRGJ55, 即 方程 
i (7) + (2), (1.78) 


5 全 
或 


@( 击 )( 击 vr 加 ( (而) (而) 


使 用 变换 y = p(z) u, 可 化 为 伯 努 利 方程 玉 E+), i 


特别 地 , 方程 到 
= 也 1.80) 
y 3(E) +m) +as {1.80) 


Gr) (tS), am 
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使 用 变换 y = zou, 可 化 为 伯 努 利 方程 衬 = 9 (oz 十 hu)z9. 
已 1 _y 
例 1.31 求解 方程 y = EE Ed 
解 。 原 方 各 为 (180) 对 应 a= -1,8 = 29(0) = cosw hl) 一 “的 情况 ,使 用 
变换 y = 可 得 伯 努 利 方程 4 = zcosu + z?u， 所以, 原 方程 的 解 可 通过 解 此 伯 
努 利 方程 结晶 《后 续 过 程 咯 , 请 光 者 补充 完成 ) 
3 {0 Du 1 
92(z) pra rrr 即 方程 


= ve) 本 2 天 
"0 ) 史 


使 用 变换 y = pz 可 化 为 里 卡 薄 方 程 和 p(w)z2 +g(W)z+7(u). 
-特别 地 ,方程 


(1.82) 


也 
Er (EE) rE (1.83) 


使 用 变换 y = zou 可 化 为 里 卡 蒂 方 程 竹 =p(w) z+q (Wz+r(u) 
Ee -二 可 
例 1.32 求解 方程 y= er rr 
解 ” 原 方程 为 (1.83) 对 应 x = 一 1 A ,gqg (u) = br (u) = e 的 情况 , 使 
用 变换 y = “ 可 得 一 特殊 的 里 卡带 方程 经 = az? + bz + 一 变量 可 分 离 ( 后 续 
过 程 路 ). 
其 实 , 这 里 所 给 的 方程 , 通过 简单 化 简 后 , 得 zy + y= 一 5 


az3 十 好 十 c 


d(zy) 1 


dr rthrte 
这 与 上 面 所 得 的 结果 一 致 
内 注 (1) 当 fe? uh 
F(z) =9(r)yth(r)y 


时 , 方程 Y = f(z,y) 是 伯 努 利 方程 , 使 用 变换 y = ” (z)u 无 效 , 应 该 直接 考虑 求 
解 伯 努 利 方程 的 方法 . 
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OO Ottr), 


f (zy) =p(2)y +a(s)y+r(r) 


时 , 方程 Y = f(z,y) 是 里 卡 蒂 方 程 , 使 用 变换 y = y (z)u 也 无 效 , 应 该 考虑 求解 
里 卡带 方程 的 另外 方法 . 

下 面 再 给 出 方程 (1.75) 和 (1.78) 的 两 个 特例 ,它们 都 是 可 以 使 用 变换 y = 
ueJ (eds 求解 的 可 积 方程. 


y=p(z)y+9(z)h (ee- 了 de) 


， ef rea 
V = PT) + 3 eT rs) + oh (ye Teas) 


1.8.2” 几 个 特殊 的 可 积 里 卡 蒂 方程 
这 里 给 出 几 个 特殊 的 可 积 里 卡 蒂 方程 的 结果 如 下 (证 明 略 ): 


(1) 如 果 己 知 里 卡 蒂 方程 (1.74) 的 一 个 特 解 y = ” (z), 则 使 用 变换 y = ut (zx) 
可 将 其 转化 成 以 v 为 未 知 函数 的 伯 努 利 方程 


w=p(z)u + (2p(z) (7) +q(z)u 
去 求解 使 用 变换 y = 十 高 可 将 其 转化 成 以 u 为 未 知 函数 的 线性 方程 
w+q(r)u=p(r)+2p(7) 


去 求解 
(2) 形 如 
TC WN AC) 
po) + ple) 
的 里 卡带 方程 , 使 用 变换 y = ep(z)w 可 转化 为 可 积 方程 w = g(z) (w? + 月 去 求 
解 ,其 中 上 为 常数 
附注 “这 里 取 p(z) = ef "(hs 的 特例 , 便 给 出 文献 ( 朱 祥 导 等, 2007) 建立 了 
的 结果 : 里 卡 项 方程 中 若 系数 函数 满足 冤 = kezJestez(k 为 常数 ), 则 应 用 变换 
y= velate)as 可 转化 为 可 积 方程 二 p(z)ef stcjas (uz 十 月 求解 
(3) 形 如 


y y+kg(z) vp(z) 


,名 Yo), ,vo) 
Geri + vl) + [+ 
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的 里 卡带 方程 使 用 变换 yp( 丰 u 可 转化 为 可 积 广 程 攻 
其 中 hh 均 为 常数 . 

附注 “(1) 这 里 关于 可 积 方程 研究 , 其 实 是 前 面 研究 过 的 变量 可 分 离 方程 、 刘 
次 方程 、 线 性 方程 、 从 妈 利 方程 的 解法 应 用 , 其 主要 内 容 来 源 于 文献 赵 夺 厅 ,2009); 

(2) 里 卡 六 方程 不 仅 在 数学 方面 说 明 有 许多 不 可 积 方程 存 在 , 而 且 在 现代 控制 
理论 中 已 找到 了 它 的 有 意义 应 用 ; 

(8) 关于 可 积 方程 类 型 包括 里 卡 项 方程 为 可 积 类 型 的 情况 研究 , 在 文献 (下 妈 
克 , 1980) 中 有 许多 丰富 的 结果 


+1 


习题 1 


1. y(z) = 26-" + ze-= 是 方程 1 + 2y +y = 0 的 一 个 解 吗 ? 一 
2. 方程 ya) + zy 二 y= 2er， (V++5(y + 一 态 十 z? 一 0 的 阶 数 分 别 为 


3 方程 暂 = 2z 的 通 解 为 过 点 ( 1.4) 的 特 积分 入 ,与 直线 了 = 27 十 3 
相 切 的 解 积分 曲线 为 请 尼 条 件 ydz 一 2 的 特 角 为 
有 
4 形 如 /二 p(z)y+ gtz) 的 方程 称 为 方程 , 当 ptz),g(z) 是 连续 函数 时 , 它 
的 通 解 公式 由 常数 变易 法 , 使用 变换 可 以 导出 
5. 齐 次 方程 Y = 王 二 上 ,使 用 变换 可 化 为 变 最 可 分 离 方程 


zry 
6. 设 函 数 M(z,y), N(z,y) 连续 可 微 ,一 阶 方程 M(z,y)dz + N(z,y)dy = 0 为 全 微分 广 


程 的 充 要 条 件 是 而且, 是 全 微分 方 各 时 , 求 其 通 积 分 的 公式 是 一 

7. 方程 (y 一 1 一 zy)dz + zdy = 0 具有 的 积分 因子 为 

8. 方程 zy = ylny 的 通 解 为 

9 里 卡带 方程 的 一 般 形式 为 

10 由 牛顿 冷却 定律 知道 ,物体 在 空气 中 的 冷却 过度 与 物体 和 空气 的 温差 成 正比 , 如 果 物体 
在 20 分 钟 内 由 100*C 冷 至 60°C, 那么 , 在 多 长 时 间 内 , 这 个 物体 的 温度 达到 30"C, 假设 空气 
的 温度 为 20"C. 

1 设 对 任意 = > 0 雪线 一 ta) 上 点 (x,f()) 处 的 切线 在 y 轴 上 的 夫 下 等 于 
i / f(b)dt, 求 f(z) 的 一 般 表达 式 . 

12. 求解 方程 (zyz + zjdz 十 包 一 zy)dy= 0 

13. 求解 方程 VV 十 ent 一 0 

14. 求 方程 型 +cos 当 (< 一切 = cos (二 ) 请 足 WO) 一 的 特 解 

15. 求解 方程 yinzdz 一 zlInydy = 0. 

16. 已 知 函数 y = y(z) 在 任意 点 z 处 的 增 最 Ay 一 
Ar 的 高 阶 无 穷 小, y(0) = 求 V(1). 

17. 求解 方程 (1 +z*)dy +z(1 十 Wdz = 0. 

18. 求 方程 zy 蜡 = 过 十 态 满 是 条件 yls-。 一 2c 的 特 角 


yA 
让 + 且 当 Ar 一 0 时 是 
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19. 来 解 力 程 蜡 =， 

20. 求解 方程 (=- yoos lj ar+ scoldy =0 

21. 求解 方程 六 = ss +1 

22. 求解 方程 下 十 2(y 一)? = 

23. 求解 方程 区 -cos(z +y + 

24. 求解 方程 籽 一 三 上 二 

25 求解 方 程 E_y3+ -yay =0. 

26. 求解 方程 (z 一 2siny + 3)dz (2z 一 4siny 一 3)cosdy = 0. 

27. 求解 方程 > 过 = (tanz) (We +t-1). 

28. 求解 方程 入 3 % 吉 mm 和 

29. 求解 方程 bv + mas +(r- ry)dy=0. 

30. 求解 方程 (y* 一 3z?)dy + zydz = 0. 

31, 求解 方程 2y + (z2y 十 Dzy = 0. 

32. 求解 方程 (z? 一 她 - 2g)dz 十 (22 十 27 一 太 )dy = 0. 

33. 求解 方程 
(y+ VT -sina— 2zyeosa)y 
ZV 二 巧 二 27ysina 十 (WY 一 27)cosa =0 (a 为 常数 ) 

34 求解 方程 王 -ycotz 二 27sinz. 

35. 求解 方程 zdy = (y + zae")dz- 

36. 求 方程 zy + y = 3 满足 y(1) = 0 的 特 解 

37. 求解 方程 ycos zdz + (2y -sinz)dy = 0 

38. 求解 方程 V 一 1 = e+ 

39. 求解 方程 3y 一 ysecz = ytanz 

40. 求解 方程 (V* 一 3z2)dy + zyd= = 0. 

全 来 角力 程 六 .=(y 2 -7) 

42. 求解 方程 开 4+2y— 

43 求解 方程 Ey ~ 2)dz 一 2ay 0. 

44. 求解 方程 (2? 一 Dy + 妨 一 2zy 十 1=0. 

45. 证 明 yPdz + 2rydy = 0 是 恰当 方程 , 并 求 其 解 

46. 证 明 (zycoszy + sinzy)dz + (z?coszy + er)dy = 0 是 恰当 方程 ,并 求 其 解 

47. 求解 方程 (z+y+1)dz+(z 一 户 十 3)dy = 0. 

全 求解 方程 (1+ es] dz+e5 (1 =] du=0 

49. 求解 方程 (za 一 3zy?)dz 十 (号 -3z?y)dy = 0. 

50. 求解 方程 ydz+(3+3z 一 切 dy=0. 
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51. 求解 方程 (zy? + y)dz+ rdy = 0 

52. 求解 方程 (z + 3y?)dz 十 2rydy 一 0 

53. 求解 方程 (2y? + 4z2y)dz + (4zy + 3z3)dy = 0. 

54. 求解 方程 (z ++)dz 十 (z? 二 Vy)dy = 0. 

55, 求解 方程 ydz + (z 一 3z3y?)dy = 0. 

56. 求解 方程 zzdy - ydz = 2y?dy. 

57. 求解 方程 zy 十 1 = eY. 

58. 求解 方程 (y)" 十 4 二 5 = 0 

59. 求解 方程 (y)? = sin(1 +y) 十 4 

60. 求解 方程 rz(y 一 1) = (2 一 区) 

61. 求解 方程 =VITWI = 

62. 求解 方程 y” 一 3” 一 9% 一 12y? 一 0. 

63. 求解 方程 y = 35 十 4 十 5. 

64. 求解 方程 zy? 一 29 += 0. 

65. 求解 方程 V(z 一 Iny) =1. 

66. 设 函 数 y(z)(z > 0) 二 阶 可 导 , 且 Vy(z) > 0, y(0) = 1. 过 曲线 y = y(z) 上 任意 一 点 
P(z,y) 作 该 曲线 的 切线 及 z 轴 的 垂 线 , 上 述 两 直线 与 = 轴 所 图 成 的 三 角形 的 面积 记 为 S:, 区 间 
[0,z] 上 以 y = y(z) 为 曲 边 的 曲 边 梯形 面积 记 为 52, 并 设 25, 一 52 恒 为 1, 求 此 曲线 y = y(z) 
的 方程. 

67. 质量 为 1000kg 的 物体 , 在 水 中 由 静止 开始 铅 丰 下 沉 ,下 沉 过程 中 除 受到 重力 作用 外 ,还 
受到 浮力 为 200N, 阻力 为 100uN( 其 中 v 为 下 沉 速度 , 单位 为 m/s) 的 作用 , 试 求 物体 下 沉 5s 
所 至 水 深 , 并 求 物体 下 沉 的 极限 速度 . 

68. 设 y(z) 在 [0, +co) 上 连续 可 微 , 且 有 ,lim(y'(z) +y(z)) = 0, 试 证 明 


,lim vy(#) =0. 
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线性 微分 方程 在 常 微分 方程 理论 中 是 一 类 很 重要 的 方程 . 一 方面 , 它 不 仅 在 自 
然 科 学 与 工程 技术 中 , 而 且 在 经 济 与 管理 等 社会 科学 中 都 有 着 极为 广泛 的 应 用 . 另 
一 方面 , 不 仅 它 的 理论 已 发 展 得 比较 完善 , 而 且 其 理论 是 进一步 研究 非 线性 微分 方 
程 的 基础 , 许多 非 线性 微分 方程 还 考虑 拟 合 为 线性 微分 方程 进行 研究 . 本 章 主要 选 
讲 线性 微分 方程 的 一 般 基 础 理论 和 常 系数 线性 微分 方程 的 一 般 解 法 


2.1 阶 线性 微分 方程 的 一 般 理论 


2.1.1 ”线性 微分 方程 的 一 般 概念 
一 般 形式 方程 为 


YY) 十 Pi(zjgtn 十 十 pn-i(zJy ++Pn(z)y = f(z) (2.0) 
如 果 f(z) = 0, 有 特殊 形式 
gm 二 Pi(z)y 十 … 十 pn-i(zjy 十 pn(z)y = 0， (2.2) 


则 称 它 为 n 阶 齐 次 线性 微分 方程 , 也 简称 为 齐 次 线性 微分 方程, 而 称 一 般 方程 (2.1) 
为 nm 阶 非 齐 次 线性 微分 方程 ,也 简称 非 齐 次 线性 微分 方程 ,并 且 它们 的 差别 仅 在 
f(z) 是 否 零 时 , 也 称 (2.2) 是 与 (2.1) 对 应 的 齐 次 线性 微分 方程 . 若 n> 2, 有 时 也 
简单 地 称 (2.1) 或 (2.2) 为 高 阶 线性 微分 方程 . 此 外 , 形 如 


ao (z]ym) + aa(z)yn- 十 … 十 an-i(z)jy 二 an(z)y = f(z) 


的 方程 , 由 于 可 以 方便 地 转化 为 (2.1) 的 形式 , 也 称 为 线性 微分 方程, 但 高 阶 线性 微 
分 方程 的 研究 一 般 仅 研究 (2.1) 的 形式 . 

例 2.1 (网 -z+zy= Vz, (2) -ze -y=z 都 是 非 齐 次 线性 微 
分 方程 ; (3) 风 一 zy + z2y = 0 (4) y" +zy" 一 y= 0 都 是 齐 次 线性 微分 方程 , 其 中 
方程 (3) 是 方程 (1) 对 应 的 齐 次 线性 微分 方程. 

由 一 阶 线性 微分 方程 的 求解 公式 知 , 在 其 系数 函数 p(z),q (z) 及 自由 项 函数 
f(z) 都 连续 的 共同 区 间 上 , 方程 的 解 关于 给 定 初始 条 件 是 存在 唯一 的 . n 阶 线性 微 
分 方程 也 有 如 下 存在 唯一 性 定理 , 这 里 只 写 出 定理 , 证 明 略 去 . 如 无 特殊 声明 , 本 章 
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讨论 内 容 约定 方程 (2.1) 中 系数 画 数 px(z) (i = 1,2,… ,n) 及 自由 项 函数 f(z) 都 在 
某 个 共同 区 间 上 连续 , 即 满足 如 下 定理 的 条 件 . 

定理 2.1 ”如 果 方 程 (2.1) 的 系数 pk(z) (k =1,2,… ,n) 及 f(z) 在 区 间 工 上 
有 连续 , 则 对 于 工 上 的 任 一 zo 及 任意 给 定 的 yo,%,… ,六 "，, 方程 (2.1) 的 满足 
初始 条 件 

Vz0) =w, Vz0)=W, 7 yd zo) = (2.3) 

的 解 在 工 上 存在 且 唯一 . 

为 今后 在 书写 上 的 方便 , 引入 下 述 符号 : 


LW =y" +pi(s)y" D+- + pn-1(z)y + pn(z)y, (24) 


并 将 了 称 为 线性 微分 算 子 , 约定 : 说 把 线性 微分 算 子 工作 用 于 yw 是 指 对 y 施加 如 
(2.4) 右边 的 运算 . 例如 , 当 (2.4) 右边 满足 pk(z) = pk(pk 是 常数 ,k= 1,2,.… ,n) 
时 , (2.4) 的 特殊 情况 为 


LM =y" + Pi + + pry + pny. 
了 作用 于 函数 ex( 为 常数 ), 有 
ex] = (A + pA™! + -+ pn_1A+ pn)e™. (2.5) 
应 用 (2.4), 非 齐 次 线性 微分 方程 (2.1) 可 写成 工 思 = f(z), 齐 次 线性 微分 方程 
(2.2) 可 写成 Ly] = 0. 
线性 微分 算 子 L 具有 如 下 两 个 线性 性 质 : 
(1) 工 [ey] = cL 有 a (e 为 常数 ); 
(2) Ly + vy] = Ln] 十 工 bx]. 
证 明 (1) 
Lley] = (W)™ + pz) 十 … 十 pn-i(zj(cyj + pn(z)(cy) 
= "+ p(s)y"D 十 … 十 cpn-i(z)u + cpn(z)y 
= cv" + psy + pn-i(z)y + pn(z)y) 
= cLIy). 


(2) Ln + ya] = (ys + ya)™ 十 Pa(z)(n + yo) 
十 … 十 Pn-i(z)( + ya)’ + pn(z)(y + ya) 
= + p(s 二 mi 人 内 十 pm 人 zy 
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+ + p(T + + pn (7)y + pn(z)ys 


= Lh] + Llyol. 

证 毕 . 
2.1.2 ”线性 齐 次 微分 方程 的 一 般 理论 

这 里 讨论 线性 齐 次 微分 方程 (2.2) 

YY +Pa(zjye YD + + pri(T)y + pn(z)y =0 

的 一 般 理论 . 

线性 齐 次 微分 方程 的 解 具有 以 下 性 质 : 

(1) 线性 齐 次 微分 方程 中 如 果 y, 是 (2.2) 的 解 , 则 对 任意 常数 c, 函数 y = cy 


也 是 方程 (2.2) 的 解 
(2) 如 果 yh,y2，… ,yx 是 (2.2) 的 解 , 则 对 任意 常数 cu ca,… ,ck, 线性 组 合 


Y= c+ caya 十 … 十 ck 


也 是 方程 (2.2) 的 拥 . 

证 明 (1) 由 算 子 工 的 线性 性 质 (1) 可 知 Lcy] = ez, 而 由 假设 可 知 Lly] = 
0, 故 有 Llcy] = 0. 所 以 , y = cy 也 是 方程 (2.2) 的 解 . 

(2) 由 算 子 工 的 线性 性 质 (1)、(2) 及 ,yo,… ,vr 是 (2.2) 的 解 可 知 


Llew + caya 十 … 十 ckyk] =L [el 十 工 [caya] 十 … 十 工 [ckyk] 
cL lyn] 十 cz 大 go] + + cxL [yn] 
=0. 
证 毕 
由 解 的 性 质 (1)、(2) 立即 得 知 : 齐 次 微分 方程 (2.2) 的 解 集合 构成 一 个 向 量 
空间 
由 解 的 性 质 (2) 可 能 提出 问题 : 如 果 y,y2,… ,yn 是 (2.2) 的 n 个 解 , 则 方程 
(2.2) 的 解 y = ciy + c2yz 十 … 十 cnyn 是 否 就 是 齐 次 (2.2) 的 通 解 ? 为 回答 这 个 问 
题 , 先 来 介绍 函数 组 的 线性 相关 与 线性 无 关 概 念 . 
定义 2.1 函数 组 yj, 加 ,… ,yn 在 区 间 工 上 是 线性 相关 的 , 是 指 存在 一 组 不 全 
为 零 的 常数 c1,c2,… ,cn, 使 得 clyi + caya +… 十 cnyn 三 0 在 了 上 成 立 . 反之 ,如 
果 只 有 cl = oz cn = 0 时 , 才 有 上 面 恒等式 成 立 , 则 称 函数 组 yi,y2,… ,yn 
在 1 上 线性 无 关 - 
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由 此 定义 不 难 推出 如 下 的 两 个 结论 (证 明 请 同学 给 出 ): 

(1) 在 工 上 有 定义 的 函数 组 y,yz,… ,yn 中 如 果 有 一 个 函数 为 零 , 则 y1,y2,… ， 
Wn 在 工 上 线性 相关 . 

() 如 果 两 个 函数 wa 之 比 天 在 了 上 有 定义 , 则 它们 在 1 上 线性 无 关 等 价 
于 比 式 关 在 上 不 恒 等 于 常数 

例 2.2 ”函数 组 e,e-* 在 任意 区 间 上 都 是 线性 无 关 的 ; 函数 组 1,z,z? 也 是 在 
任意 区 间 上 都 是 线性 无 关 的 ; 函数 组 1,sin? z, cos?z 在 任意 区 间 上 都 是 线性 相关 的 . 

下 面 来 建立 函数 组 线性 相关 与 线性 无 关 的 几 个 性 质 定理 和 判别 定理 , 为 此 先 引 
入 如 下 定义 . 

定义 2.2 设 函 数组 pi(z), wa(z),… ,wn(z) 中 每 一 个 函数 均 具有 n 一 1 阶 导 
数 , 称 行列 式 


Pa(z) Par) ynr(z) 
Wa = Wnt) ga) | OD 
从 EV) 1 ph Ve) 


为 函数 组 的 朗 斯 基 (Wronski) 行列 式 . 

定理 2.2( 线 性 相关 的 性 质 定理 ) 。 如 果 具 有 n 一 1 阶 导数 的 函数 组 y,y2,… ， 
ym 在 区 间 工 上 线性 相关 , 则 它 的 朗 斯 基 行列 式 在 1 上 恒 等 于 堆 

证 明 ”由 假设 知 , 存在 一 组 不 全 为 零 的 常数 c1,c2,… ,cn, 使 得 


c++ +enyn =0, zeEl. 
对 上 述 恒等式 逐次 求 导 可 得 


Ci + Caya + <* + cnyn 
Qf 十 cz 十 … 十 cn 三 0， 


cD + cok" + + cy) =0. 


上 述 方程 组 是 关于 cl,cz,… ,cn 的 齐 次 方程 组 , 由 假设 知 , Yz e 1, 它 都 有 非 零 解 ， 
因而 据 代数 学 中 齐 次 方程 组 的 知识 知 , 它 的 系数 行列 式 等 于 零 , 即 


Wn wh 2 Yn 
WwW(z) = 因 交 “Es =0, Vrel. 
wD wD 


2.1 _n 阶 线性 微分 方程 的 一 般 理论 43. 


证 毕 . 
考虑 如 上 定理 的 逆 否 等 价 情况 , 即 可 给 出 如 下 定理 . 
定理 2.3( 线 性 无 关 的 判定 定理 ) ”如 果 函 数组 y1,yo,… ,yn 的 朗 斯 基 行 列 式 
在 区 间 了 上 某 一 点 zo 处 不 等 于 零 , 则 该 函数 组 在 了 上 线性 无 关 . 
例 2.3 ”函数 组 eNz,exz,… ,exzfi 天 了 时 Xi 关 入 ) 在 区 间 工 上 线性 无 关 . 
证 明 ”因为 此 处 有 


Err ez es 
Nr Mess …， Je 
Wl(z)= . 
Mers Mlers ... Mie 
1 下 


emerye| 入 和 和 
Ph 归 1， 和 


上 式 中 , 第 二 个 等 号 右边 的 行列 式 为 著名 的 范 德 蒙 德 (Vandermond) 行列 式 . 
它 等 于 (N - X), 由 假设 i##j 时 入 关 Xi, 故此 行列 式 不 等 零 , 进而 所 给 函 


数组 在 区 向 了 上 线性 无 关 
需要 指出 定理 23 的 过 定理 不 成 立 
反例 “在 实数 集 R 上 定义 的 函数 组 


回 = z2，z 和 0， 加 = 0，z<0， 
pe 20, “Ns, 0 


zz 0，_ 0 只 有 a 二 c=0 时 成 立 , 故 妈 (2),va (3) 
caz2iz>0 
在 R 上 线性 无 关 . 但 是 , 却 有 其 朗 斯 基 行列 式 W (z) = 0. 

但 是 , 当 函数 组 nyo,… ,yn 是 齐 次 方程 Ly = 0 的 解 时 ， 有 如 下 定理 

定理 2.4 设 是 胃 , 如 ,… ,yn 齐 次 方程 冲 = 0 的 n 个 解 , 则 


由 于 cy (z)+czy (z) 三 


加, 如,… ,Wn 在 区 间 I 上 线性 无 关 
部 玉 (Wp,… ,加 ) 关 0 在 区 间 7 上 恒 成 立 . 


证 明 ”只 需 证 明 必 要 性 , 应 用 反 证 法 . 设 W (zo) = 0 (zo € 了 ), 则 以 W (zo) 为 
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系数 行列 式 的 方程 组 


Ci (zo) + Caya (zo) 十 二 Cnyn (70) = 0, 
Ci (zo) + Cayh (x0) +*** + Cnyn (70) = 0, 


Cf (zo0) + Ca (zo) + + Cath (z0) =0. 


有 非 零 解 C1,C2，,… ,Cn (Ci 不 全 为 零 ), yh,yo，,… ,yn 的 线性 组 合 
y= C+ Caya ++ Cnyn 
是 方程 (2.2) 满足 初始 条 件 
ylz0) =y (70) = =y") (zo0) = 


的 解 ， 又 因为 , y = 0 也 是 方程 (2.2) 满足 上 述 初始 条 件 的 解 , 所 以 由 解 的 存在 唯 
一 性 定理 , 立即 可 知 Gy + Coy 十 … + Cnyn 三 0, G1,C2,… ,Cn 不 全 为 零 , 故 
加 ,ya，… ,mn 线性 相关 , 与 条 件 矛 盾 . 证 毕 . 

定理 2.4 结合 定理 2.2 可 立即 给 出 下 列 定理 和 推论 . 

定理 2.5。” 设 是 yh,y2,… ,yn 齐 次 方程 上 ly] =0 的 n 个 解 , 则 


mW … ,yn 在 区 间 I 上 线性 相关 所 在 区 间 T 上 W (wy,… ,yn) 三 0 


推论 2.1 ” 设 是 ,yz,… ,yn 齐 次 方程 |y] = 0 在 区 间 了 上 的 ”个 解 , 则 
(1) W (yya,… ,yn) 在 区 间 二 上 要 么 恒 等 于 零 , 要 么 恒 不 等 于 替 一 分 别 对 
应 于 ,ya,… ,yn 在 区 间 1 上 线性 相关 或 线性 无 关 . 


(2) 3z0 E 了 W (zo) = 0 地 1,wp,… ,Wr 在 区 间 J 上 线性 相关 ; 
3zo E,W (zo) #0 一 ,yr… ,yn 在 区 间 J 上 线性 无 关 . 


例 2.4 ”由 验证 知 证 函数 y = coszr,y = sinz 是 方程 
y+y=0 


cosz sinz 


的 解 , 并且 W (y,y) = 


0 的 两 个 线性 无 关 解 . 

定义 2.3 ”方程 (2.2) 的 定义 在 区 间 上 的 n 个 线性 无 关 解 称 为 (2.2) 的 基本 
解 组 . 

定理 2.6 ”方程 (2.2) 总 存在 定义 在 区 间 I 上 的 基本 解 组 . 


=1 关 0, 因此 cosz, sinz 是 方程 y+y = 


一 sinz cosz 
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证 明 ”在 1 上 任 取 zo, 考虑 方程 (2.2) 分 别 满足 下 列 n 个 初始 条 件 的 初 值 问 


题 : 
yz0)=1, yr0)=0, y(r0)=0, 1 , yd (zo)=0; 
ylz0)=0, yz0)=l, yr0)=0, 7, yD (ro) =0; 
y(z0) =0, y (zo)=0, y'(z0)=0, 1 yD (zo)=1 


由 解 的 存在 唯一 性 定理 知 ,方程 (2.2) 存在 n 个 解 , 而且, 其 朗 斯 基 行列 式 满足 
W (zo) = 1, 所 以 这 n 个 解 是 线性 无 关 的 , 是 方程 (2.2) 在 区 间 上 的 一 个 基本 解 
组 . 证 毕 . 
方程 (2.2) 的 n 个 解 若 其 朗 斯 基 行 列 式 满足 W (zo) = 1, 则 称 为 标准 基本 解 组 . 
定理 2.7( 线 性 微分 方程 的 基本 定理 ) 。 如 果 yi,ya,… ,yn 是 方程 (2.2) 一 个 
基本 解 组 , y = y{z) 是 方程 (2.2) 的 任意 一 个 解 , 则 存在 常数 组 G1,C2,… ,Cn 使 得 


y (7) = Ci + Coy + + Cnyn. 
证 明 设 y=y(z) 是 方程 (2.2) 的 任意 一 个 解 , 它 满足 条 件 
3(zo) =yo, Yr0)=%, 1 yD (zo) = WY. 
现在 , 考虑 以 基本 解 组 y,y2,… ,yn 的 W (zo) 为 系数 行列 式 的 方程 组 
Ciy (zo) + Caya (zo) 十 十 Cnyn (zo) = 加 


Ca (zo) + Cay (z0) + + Cny, (70) = W, 


Gi" Do) tb"? Go) + .+ Cush (oo) = 


由 于 W (zo) #0, 所 以 , 上 述 方程 组 关于 C1,C2,… ,Cn 有 解 Cu, Co， 
且 使 得 方程 (2.2) 的 解 上 = Cry 二 Cota +… + Cnyn 满足 


Ylz0) = Yo, Yr0)=W, 7 FD (zo) = 


所 以 , 由 解 的 存在 唯一 性 定理 知 y(z) =(z), 即 y(z) = Ciy + Goye + …+ Cnyn 
证 毕 . 

由 定义 2.3 知 线性 微分 方程 的 基本 定理 表明 : 方程 (2.2) 的 所 有 解 的 集合 是 一 
个 n 维 线性 空间 , 而 且 其 通 解 可 由 它 的 基本 解 组 的 线性 组 合 表示 . 

推论 2.2 _n 阶 齐 次 方程 (2.2) 的 线性 无 关 解 的 个 数 不 超 过 n. 
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2.1.3 ”线性 齐 次 方程 的 解 与 其 系数 函数 之 间 的 关系 


下 面 来 讨论 方程 (2.2) 的 解 与 它 的 系数 函数 之 间 有 关系 , 这 里 的 内 容 已 经 使 一 
般 教 材 所 写 情况 得 到 了 补充 和 完善 ( 赵 桂 奇 , 2004). 考虑 W(z) 的 导数 , 可 得 到 

定理 2.8 。 设 ,yo,… ,yn 是 方程 (2.2) 的 任意 n 个 解 , W(z) 是 它们 的 朗 斯 
基 行 列 式 , 则 对 区 间 工 上 的 任 一 ze 有 


W(z)= 丽 (zoje 记 m0s 或 W(z) = Ce mtodt. (2.6) 
关系 式 (2.6) 称 为 刘 维尔 公式 . 
证 明 ”应 用 行列 式 函数 求 导 法 则 及 其 性 质 , 由 于 
a 驳 … 了 吹 纺 及 
0 ed I 
WD ph yD yD he 
(对 W (z) 第 一 行 求 导 ) (对 W (z) 第 二 行 求 导 ) 
Wn 
Wn 及 
tt : : 
9 
Cw 
(对 W(z) 第 n 行 求 导 ) 
nn yo Cn Yn 
站 及 
yD wD 
CW 
(对 W(z) 第 n 行 求 导 ) 


而 且 由 ,yo,… ,yn 是 方程 (2.2) 的 n 个 解 知 
=- @ (GP OAC Pd ee EA) 
+ 本 四) A 二 四 


将 其 代入 行列 式 W"(z), 再 应 用 行列 式 性 质 立即 可 得 W'(z) = -pi (z) W (z), 这 是 
关于 W(z) 的 一 阶 线性 方程 , 它 的 解 就 是 (2.6). 证 毕 . 
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由 公式 (2.6) 可 以 再 次 得 到 推论 2.1 的 结论 (1) 
对 公式 (2.6) 再 观察 , 我 们 会 联想 到 代数 学 中 根 与 系数 的 下 列 韦 达 公式 : 
设 方程 r" + alz"-1 十 … 二 an-iz+an= 0 的 根 为 z1,z2,… ,zn, 则 


于 = = Drmrn ze=(-D" ao 


= 


其 中 求 和 是 取 遍 1,2,… ,n 中 s 个 数 m,nz,… ,ns 的 所 有 组 合 . 
由 类 比 猜想 , 方程 (2.2) 的 解 与 系数 函数 间 应 该 存在 一 组 关系 式 , (2.6) 是 其 一 . 
设 ,tp,… ,yn 中 每 一 个 函数 均 具 有 n 阶 导数 , 称 函数 矩阵 


Wn hh 
其 区 了 吹 
yw 


去 除 第 -+ 1(k = 1,2,… ,n) 行 后 得 到 的 方 阵 的 行列 式 为 给 定 函数 组 的 第 个 
增添 骨 斯 基 行列 式 , 并 记 为 Wi (z). 注意 , 这 里 和 矩阵 去 除 第 n + 1 行 后 得 到 的 矩阵 
的 行列 式 是 前 述 朗 斯 基 行 列 式 W(z). 

定理 2.9” 设 y,y2,… ,yn 是 方程 (2.2) 的 任意 n 个 解 , Wi(z) 是 它们 对 应 的 
第 个 朗 斯 基 行列 式 , 则 


Wik(z) = (—D)* px (2)W (z)， 大 = 1 2 


证 明 ”由 于 ,yo,… ,yn 是 方程 (2.2) 的 任意 解 组 , 所 以 有 


p(T)Y™ YD, i=1,2,...,n, 


= 


把 上 式 代入 Wi(z) 所 表示 的 行列 式 中 , 并 应 用 行列 式 的 性 质 进行 简化 , 便 可 得 到 定 
理 2.9 的 结论 . 证 毕 . 

应 用 定理 2.8 和 定理 2.9 立即 可 得 下 列 儿 个 推论 . 

推论 2.3 ” 设 wn,vyo,… ,yn 是 方程 (2.2) 在 区 间 工 上 的 一 组 解 , 则 


Wi (z) =(-1)* Cpr (z)e Sm) 


Wi (zs) =(—D pr (z)W (zo)e Pr, k=1,2,..,n. 
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若 ,wp,… ,yn 是 基本 解 组 , 即 


训 国 = 玉芝 国 ，#=b2 


如 上 定理 2.8 和 定理 2.9 及 推论 2.3 就 是 线性 齐 次 方程 的 解 与 其 系数 函数 之 间 
关系 的 刘 维 尔 公式 组 
推论 2.4 ” 设 方程 (2.2) 与 方程 +g(z)y 人 "D+… 寺 qn-1(z)y +qn(z)y =0 
有 相同 的 基本 解 组 , 则 
Pk (z) = gk (z) ， k=1,2,..,n. 
推论 2.5 。 设 ,p,… ,yn 中 每 一 个 函数 均 具有 n 阶 导数 , 而 且 对 应 
WwW(z) #0, vrel, 
则 以 yn,yo,… ,yn 为 基本 解 组 的 最 高 阶 导数 的 系数 函数 为 1 的 线性 齐 线 方程 具有 
如 下 唯一 的 形式 : 
om _ Wi (z) tn-0) ，Wa(z) on- 
YY BE J 


Wai(z), 
WI(z) 一 


注意 到 , W(z) #0 (Vz e 71), 所 以 , 式 (2.7) 在 工 上 有 下 列 同 解 方程: 


-+ o, (27) 


hn pm yn 

藤 以 

ec =0 或 W (wy yn,y) =0. 
yy yy ym 


例 2.5 ” 求 作 一 个 线性 微分 方程 , 它 以 函数 组 y = 1,ya = z?,ys = er 为 基本 
解 组 . 
解 首先 ,有 


1 ew 
W(n,y,y)=|0 2z e |=2e(z—1)#0%7#1, 
0 mw 
应 用 推论 2.5 知 , 要 求 方程 可 由 W (yi,y,ys,y) = 0 给 出 , 所 以 由 

1 床 

a A | 有 
A 

oo0ey 
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展开 整理 , 得 (z 一 1)y' 一 zy"+y = 0 即 为 要 求 方程 , 函数 组 加 = 1,y2 = 7?,ys =e” 
为 其 在 (-oo0,1) 或 (1,+cc) 上 的 基本 解 组 . 

例 2.6 求 方程 ray" - 3z2y' + 6zy 一 6y = 0 的 通 解 . 已 知 它 有 两 个 特 解 
加 =z 力 = 

解 ” 设 y=y(z) 是 所 给 方程 的 解 , 则 对 函数 组 y,y2,y 应 用 推论 2.3 计算 
Ws(z) 有 
rE 
Rd 
0 0 到 
将 其 展开 即 y" = 3C(C 为 任意 常数 ), 所 以 可 取 y= za, 它 与 加 = zi 加 = 到 一 起 
构成 所 给 方程 的 基本 解 组 , 所 以 y, = Ciz + Caz2 + Caz3 是 所 给 方程 的 解 的 通 解 . 

例 2.7 设 = (z) 是 二 阶 线性 齐 次 方程 


en 
= (1 


V+p(a)y +a(r)y=0 
的 一 个 已 知 非 零 解 , 则 此 方程 有 求解 公式 


y= (0 /Re "ar + 


证 明 ” 设 y=y(z) 是 所 给 方程 的 任意 解 , 由 于 


WW) = | 9 |= Cre rey, 
Wy 
即 ， 
ny -Wy = Cie-Jplzjda 或 (之 ) 必 争 - J pts)as, 

所 以 

北 志 ezjdz， 

=0 A dz + C2. 
证 毕 


附注 “事实 上 , 一 般 一 阶 线性 方程 为 
+p(r)y +q(z)y= f(z), 


车 已 知 它 对 应 齐 线性 方程 的 一 个 非 零 解 yy = 加 (z), 应 用 变换 y = yi (z)u, 可 转化 
为 u 的 一 阶 线性 方程 , 导出 求解 公式 


3 一 轨 (@ + 站 部 Jajas (c 十 站 f(z) vel erdzjdz) 
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2.1.4 n 阶 线性 非 齐 次 微分 方程 的 一 般 理论 

考虑 nn 阶 非 齐 次 线性 方程 (2.1) 

3 + pT)Y™D 十 十 pa-ai(zjy + pn(z)y = f(z), 

即 Lly] = f(z), 应 用 线性 微分 算 子 工 的 性 质 , 可 立即 给 出 下 面 的 性 质 与 定理 . 

性 质 2.1 ”如 果 5(z) 是 方程 (2.1) 的 解 , 而 y(z) 是 方程 (2.2) 的 解 , 则 jz) + 
y(z) 是 方程 (2.1) 的 解 . 

性 质 2.2 ”方程 (2.1) 的 任意 两 个 解 之 差 必 为 方程 (2.2) 的 解 . 

定理 2.10( 线 性 方程 的 解 的 结构 定理 ) ” 设 yi(z),y2(z),… ,yn(z) 为 方程 (2.2) 
的 基本 解 组 , 而 y(z) 是 方程 (2.1) 的 某 一 解 , 则 方程 (2.1) 的 通 解 可 表 为 


Y= ci(z) + caya(z) 十 + cnyn(z) + D(z), (2.8) 


其 中 c1,c2,… ,cn 为 任意 常数 , 而 且 这 个 通 解 (2.8) 包括 了 方程 (2.1) 的 所 有 解 . 
和 一 阶 非 齐 次 线性 微分 方程 组 一 样 , 对 于 非 齐 次 方程 (2.1), 也 有 由 对 应 齐 次 方 
程 的 一 个 基本 解 组 求 出 它 本 身 的 一 个 特 解 的 常数 变易 法 (也 称 拉 格 朗 日 法 )， 下面 
就 来 介绍 这 一 方法 . 
设 ,Wp,… ,yn 是 (2.1) 对 应 齐 次 方程 的 n 个 线性 无 关 解 , 则 函数 


y= Ciy + Cay 十 … 十 Cnyn 
是 (2.1) 对 应 齐 次 方程 的 通 解 , 其 中 C1,C2,… ,Cn 是 任意 常数 . 
现在 来 选择 一 组 函数 Ci(z),C2(z),… ,Cn(z), 使 
y= Ci(z)y 十 Ca(z)ya 十 … 十 Cn(z)yn (2.9) 


成 为 非 齐 次 方程 (2.1) 的 解 . 将 其 代入 (2.1), 就 得 到 Ci(z), C2(z),… ,Cn(z) 必须 
满足 的 一 个 方程 , 但 是 待定 的 n 个 Ci(z), C2(z),… ,Cn(z) 要 得 到 确定 , 必须 再 找 
出 n 一 1 个 (限制 条 件 ) 方程 . 理论 上 , 它们 有 一 定 的 任意 的 灵活 性 , 处 理 以 运算 方 
便 为 宜 , 这 里 有 如 下 法 . 由 (2.9) 考虑 求 > 的 导数 得 
Y= Cz + Caz) + + Cn)ys 
+ Ci(z)n + Caz)ya 十 … 十 Ca(zjyn， 


Ci(z)m + Ca(z)ya + + Cn(z)yn = 0, (2.10) 
得 到 
Y= C1(z) + Cal) + + Cn(z)yn, (211) 
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由 (2.11); 考虑 求 z 的 导数 , 像 上 面 一 样 处 理 , 令 含有 Ct (z) 的 部 分 为 零 , 又 令 


Ci(z)W + CF) + + Caz)yn = 0, (2.10)2 
随 之 又 得 
y= Ci(z) 巡 十 Ca(z) 邮 十 … 十 Cn(zja- (2.11)2 
继续 上 面 的 做 法 , 最 后 到 令 
CIs)" + Oy + O(n) =0, (210)n1 
随 之 又 得 
3 一 Ci(zjg + Cz D+. + Calr)yt™. 21) 


再 由 (2.11),_! 考虑 求 z 的 导数 得 
y= Ca(zjg + Coa) + .+ Cas) 
十 Ci(zjg 0 + CF) + + Ch zy 


现 将 (2.9), (2.11)1 ~ (2.11)n 代入 (2.1), 并 注意 到 yh,y2,… ,yn 是 (2.1) 对 应 
齐 次 方程 的 n 个 解 , 可 得 


(2.11)n 


OY + Cz) + + Co) = (2). (210)n 
综合 (2.10)， ~ (2.10)s 可 知 , CI(z),C5(z),… ,C4(z), 满足 下 面 的 非 齐 次 方程 
组 : 
(2) ylz) yn(z) Ci(z) To。 


ls) 地 人 -局 ws) Se Sy ; f(s}, (212) 


内 四 WY) 1 Vs) | | cols) 1 
它 是 关于 变量 C1(z)(i = 1,2,… ,n) 的 线性 代数 方程 组 , 由 于 它 的 系数 行列 式 恰好 
是 (2.1) 对 应 齐 次 方程 的 n 个 线性 无 关 解 的 朗 斯 基 行 列 式 W(z), 它 恒 不 为 零 . 因 
此 , 上 述 方程 组 关于 Ci(z) 有 唯一 解 , 解 出 后 再 积分 , 代入 (2.9) 中 , 便 可 得 到 (2.1) 
的 一 个 特 解 . 
例 2.8 求 非 齐 次 方程 V'+y = 二 的 通 解 
解 ” 由 例 24 知 如 = cosz, 如 = sinz 是 对 应 齐 次 方程 的 线性 无 关 解 , 通 解 为 


hh = Cicosr+ C2sinz, 
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现在 求 已 知 方程 形 如 加 = C1(z)cosz + Cz(z)sinz 的 一 个 特 解 , 由 关系 式 (2.12)， 
Ci(z), Cs(z) 满足 方程 组 


cosr sinz]1[ca1 [ol 1 
-sinz ceosz | | Cs(z)| | 1 |ecosz 


或 
Ci(z) cosz + Cs(z)sinz =0, 
-Cla)sinz + CIs) eosz = os 
解 上 述 方程 组 得 Ci(z) = -Smz ,Cg(z) = 1, 积分 得 
i 
Ci(z) =jnlcosz|， C2(z) = 7, 
所 要 求 通 解 为 


y= Cicosz+C2sinz + coszlnleosz| + zsinz. 
2.1.5 ”线性 方程 的 震级 数 解法 简介 
我 们 已 经 知道 一 般 线 性 微分 方程 的 解 的 结构 , 而 且 知道 里 卡带 方程 
y=p(r)y +a(r)y+r(r), p(s)#0 
除了 个 别 特殊 类 型 外 , 一 般 是 不 能 用 初等 积分 法 求解 的 , 使 用 变换 


w=e-f ys)as 


可 将 其 化 为 线性 方程 
pu (p+ p90 + Tru =0, 

这 说 明 , 二 阶 线性 微分 方程 一 般 也 是 不 能 用 初等 积分 法 求解 的 . 

但 是 , 当 线性 微分 方程 的 系数 函数 是 多 项 式 或 能 展 成 = ~ z 的 军 级 数 时 ,除了 
可 用 初等 积分 法 求解 探究 外 , 还 可 以 考虑 用 中 级 数 解法 ， 所 请 军 级 数 解法 , 就 是 在 
某 个 点 的 邻 域 上 , 把 竺 求 方程 的 解 表 为 系数 竺 定 的 宕 级 数 ， 代 入 方程 以 后 , 再 确定 
待定 系数 . 宪 级 数 解法 也 是 一 个 比较 普遍 的 方法, 适用 范围 较 广 , 可 借助 于 解析 函 
数 的 理论 进行 讨论 

例 2.9。 求 方程 一 zy = 0 的 到 级 数 角 

解 ” 设 所 给 方程 有 宕 级 数 解 y = akzk, 将 其 代入 方程, 并 令 z 同 次 宕 项 的 
系数 和 为 零 可 知 相 

2.1laz=0，3.2as-oo=0，4.3u -ai=0，5.4as-oa=0， 


(s+2)(s+1)as+2 — as-1=0,.…. 
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设 a0=1, oa =0, 可 得 


设 ao = 0, ai = 1, 由 类 似 方法 , 可 得 要 求 方程 满足 初始 条 件 y(0) = 0,y (0) = 1 

多 .5.8 (3k—1) 
+ (B+ 1) oh, 
nz 的 朗 斯 基 行列 式 满足 W (0) = 1, 并 且 yi,y2 表达 式 的 级 数 , 应 用 达 朗 贝尔 判 
别 法 可 知 , 它们 在 R 上 收敛 . 所 以 , y, v2 是 要 求 方程 在 R 上 的 两 个 线性 无 关 解 ， 
要 求 通 解 为 
y= Ci + Cay2. 

定理 2.11 ”车 给 定 函数 p(z), q(z) 都 能 展 成 > - zo 的 宕 级 数 , 且 收 敛 区 间 为 

lz 一 zol < RR, 则 方程 二 阶 线性 方程 V' +p(z)y +9(z)y = 0 有 备 级 形式 的 特 解 


y= Danr", 
Ed 


|z -zol < RR 为 里 级 数 的 收敛 区 间 . 
例 2.9 的 方程 是 满足 定理 2.11 条 件 的 , 此 处 定理 证 明 略 . 


2.2 7 阶 常 系数 线性 齐 次 方程 
本 节 讨 论 常 系数 线性 齐 次 方程 
YY Foy dD ++taniy +any=0 (2.13) 


的 求解 问题 , 其 中 ai, a2,… ,an 为 实 常数 ， 由 定理 2.7, 我 们 知道 (2.13) 的 求解 问 
题 归结 为 求 其 基本 解 组 . 虽然 对 于 一 般 的 线性 齐 次 微分 方程 , 人 们 至 今 没 有 找到 一 
个 求 其 基本 解 组 的 一 般 方法 , 但 是 方程 (2.13) 的 求解 却 可 以 转化 为 一 个 求 多 项 式 
的 零点 问题 , 如 果 可 以 获得 相应 的 代数 方程 的 所 有 根 , 方程 (2.13) 的 基本 解 组 也 就 
随 之 确定 . 


54 第 2 章 ”高 阶 线性 微分 方程 的 解法 


2.2.1 ” 复 值 函数 与 复 值 解 

这 里 准备 复 值 函数 与 复 值 解 的 知识 是 为 讨论 方程 (2.13) 的 基本 解 组 所 需要 的 

定义 2.4 ”如 果 对 于 区 间 了 中 的 每 一 实数 z, 有 复数 z(z) = w(z) + iy(z) 与 它 
对 应 , 其 中 p(z) 和 vw(z) 是 在 区 间 T 上 定义 的 实 函数 , i 是 虚数 单位 , 就 说 在 区 间 了 
上 确定 了 一 个 实 自 变量 复 值 函数 z(z). 

定义 2.5 ”如 果实 函数 p(z),w(z) 当 z 一 zo 时 有 极限 , 就 称 复 值 函数 z(z) 当 
= 一 zo 时 有 极限 , 并 且 定义 Jim z(z) = Jam yp(z) +1 im yz). 

定义 2.6 ”如 果 lim z(z) = z(zo), 就 称 z(t) 在 zo 连续 . 当 z(z) 在 区 间 工 上 
每 点 都 连续 时 , 就 称 z(z) 在 区 间 ! 上 连续 . 


定义 2.7 如果 极限 Jim, zt 二 za) 存在 就 称 x(z) 在 zo 可 导 (可 微 )， 并 


= 
记 其 极限 为 只 或 *(z), 当 z(z) 在 区 间 了 上 每 点 都 可 导 , 就 称 :(z) 在 区 间 了 上 
可 导 . 对 于 高 阶 导数 可 以 类 似 的 定义 

可 以 验证 ， 车 a(z),za(z) 是 定义 在 工 上 的 可 微 函数 ，。 是 复 值 常数 , 则 


[ma(z) + za(z)] = #4(z) + (7), 
[em(zj] = cat(z), 
[a(z) za(O = #4(2) 22(2) + a1(z) .长 (z) 


定义 2.8 设 上 = a+ip 是 任意 复数 , 这 里 a,6 是 实数 , 而 z 为 实 变量 . 定义 


ee = elotf)s = eor(cos Bz +isin Bz). 


本 以 验证 eo0 Bs = $e + or) ain Be = 了 os er), oto)e en, 
eas 且 玉 i8 表示 复数 上 = a + i 的 共 二 复数 , 那么 eks = ef, 也 有 (e**)' = 
et ，(ekz)O) = mek<, 其 中 z 为 实 变量 . 

上 面 列 出 的 有 关 复 值 函数 结论 的 证 明 留 给 读者 去 完成 它们 的 一 个 简单 的 综 
合 结论 是 : 实 自 变 量 的 复 值 函数 的 求 导 公 式 与 实 自 变量 的 实 函数 的 求 导 公式 完全 


类 似 , 复 指数 函数 与 实 复 指数 函数 有 完全 类 似 性 质 - 
定义 2.9 ”车 实 自 变 量 复 值 函数 =(z) 满足 


(nm)， (nD), 
TO tn tp +p) 109, vrel, 


则 称 z(z) 是 方程 (2.1) 在 工 上 的 复 值 解 . 
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定理 2.12 ”如 果 方程 (2.2) 中 所 有 系数 pi(z)(i = 1,2,… ,n) 都 是 实 值 函数 ， 
而 z(z) = yp(z) +i(z) 是 方程 的 复 值 解 , 则 z(t) 的 实 部 p(z)、 不 部 %(z) 和 共 辐 复 
值 函数 z(z) 也 都 是 方程 (2.2) 的 解 
定理 2.13 ” 若 方 程 
的 十 ma (2 十 …… 十 om 四 至 +an(z)z= ul(z) +iv(z) 
有 复 值 解 > = U(z) +iV(z), 这 里 ai(z)(i = 1,2,… ,n) 及 u(z),v(z) 都 是 实 函数 ， 
那么 这 个 解 的 实 部 UV(z) 和 虚 部 V(z) 分 别 是 方程 


(mn)， (nm-1 
+ar (es + +an-i(z) 坚 +an(zjz= va) 
和 
(mn)， (nm 一 0) 
TE 
的 解 


上 述 定 理 2.12 和 定理 2.13 的 证 明 留 给 读者 去 完成 . 
2.2.2 mn 阶 常 系数 线性 齐 次 方程 解法 
首先 , 简单 的 一 阶 方 程 
y+ay=0, (2.14) 
其 中 a 是 常数 , 它 有 通 解 y = Ce_“, 启示 我 们 猜想 方程 (2.13) 有 形 如 
3 一 ee (2.15) 
的 解 , 其 中 入 是 待定 常数 , 将 (2.15) 代入 (2.13) 中 得 到 
(AM" 十 ai 十 … 十 an-IA+anjex= =0. 
因为 ex 夫 0, 所 以 有 
P(N) = 和 Am 二 ae 十 … 二 an-IA+an=0， {2.16) 


称 (2.16) 为 方程 (2.13) 的 特征 方程 , 它 的 根 称 为 特征 根 - 
这 样 ,y = ex 是 方程 (2.16) 的 解 , 当 且 仅 当 和 是 特征 方程 (2.16) 的 根 . 
下 面 分 两 种 情形 讨论 . 
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1. 特征 根 都 是 单 根 
定理 2.14 ” 若 特征 方程 (2.16) 有 n 个 互 异 根 入 ,Xz,… ,An, 则 


机 = (2.17) 


是 方程 (2.13) 的 一 个 基本 解 组 
证 明 ”因为 1, 和 2,… ,Xn 是 特征 方程 (2.16)n 个 互 异 根 , 所 以 ， 


是 方程 (2.13) 的 一 组 解 , 而 且 由 例 2.3 知 它们 的 朗 斯 基 行 列 式 
wj=eosrmtthoz TAN)zo ze(-o0,+o00), 
lgj<ign 
从 而 (2.17) 是 方程 (2.16) 的 一 个 基本 解 组 . 证 毕 . 
例 2.10 求 方程 y' 一 y 一 2y = 0 的 通 解 . 
解 ”特征 方程 为 X? -入 一 2 = 0, 特征 根 为 和 = 一 1, 和 2 = 2, 要 求 通 解 为 


= Cre + Caez， 


其 中 Cu, Ca 为 任意 常数 . 

现在 考虑 , 特征 方程 (2.16) 有 复 根 时 , 基 解 组 (2.17) 中 出 现 的 复 值 解 部 分 的 实 
值 化 . 由 于 (2.16) 的 系数 是 实 的 , 它 的 复 根 一 定 是 共 辆 成 对 地 出 现 , 即 此 时 在 相 异 
特征 根 入 ,和 2,… , Xn 中 若 有 复数 , 如 和 = a + ib(a, 5 为 实数 ), 则 有 Xk+1 = a 一边 
也 是 (2.16) 的 根 . 基 解 组 (2.17) 中 出 现 复 值 解 


Yh = lotil)s = err co8bz + ier= sinbr, yell = ee-Ws = errcosbz 一 icczsinbr， 
可 以 由 一 对 实 部 和 虚 部 
em cosbr, er sinbz 

给 出 的 实 值 解 普 代 , 这 是 由 如 下 定理 保证 的 

定理 2.15 ”如 果 yh,v2,… ,yn 是 在 区 间 I 上 的 n 个 线性 无 关 的 函数 , bi, bo 
是 两 个 不 等 于 零 的 常数 , 则 函数 组 

h(n+y), bln—y), ys 7 yn (2.18) 

在 区 间 上 仍然 是 线性 无 关 的 . 

证 明 ”因为 , 若 常 数组 ci, cz,… ,cn, 使 得 


cibi (Wn + ya) + caba (Wh — Ya) + + enyn =0, ET, 
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即 

(c1b1 + ca 加 ) yi + (cb 一 cab) 十 … cn rel, 
进而 由 ,yo,… ,yn 在 了 上 线性 相关 有 

cbit+caba =0, cibi—cab2=0, ca=0, -+, cn=0, 


所 以 , 必须 有 cl = 0,c = 0,… ,cn = 0, 也 即 函数 组 (2.18) 在 1 上 线性 无 关 . 证 毕 . 
例 2.11 求 方程 y" - 3 + 9y + 13y = 0 的 通 解 . 


解 ”特征 方程 为 
-3M+9A+13=0, 
即 
(A+ 一 4A+13) = 0. 
特征 根 为 
A=-l Ma=2+3，》X=2-3i. 
基本 解 组 为 
ez， er cos3z， e2zsin3z. 
所 要 求 通 解 为 
Y= Cie -十 ezr(Cacos3z 二 Cssin3z). 
例 2.12 求 方程 w" - y'+ 4y -4y = 0 的 通 解 . 
解 ” 特 征 方程 为 入 一 六 +4A 一 4=0, 并且 
NP-AR+4-4= XNA- LD)+4 -1)= (一 1)(A2+4). 
特征 根 为 
A=1 N=2%, N=-A 
基本 解 组 为 
er， cos2r, sin 2z. 
所 要 求 通 解 为 


Y= Cie® + C2cos27 + Casin2z. 
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2. 特征 根 有 重 根 


设 Na 是 特征 方程 (2.16) 的 k(1 < 上 < m) 重 根 ( 实 的 或 复 的 ), 先 看 一 下 简单 的 
二 阶 常 系数 方程 
y+py +qy=0, 
当 4= 到 时 , 特征 方程 六 +pA+q 二 0 为 G+3) =0,N1 = -号 是 二 重 特征 根 ， 
首先 有 解 m =e 经, 其 次 , 由 公式 (2.7) 还 有 解 


一 Jptzjdz -ps 
w=-nf: 次 de /Ee 


这 样 , 二 重 特征 根 = -3 对 应 有 两 个 线性 无 关 解 e- 色 ,ze 到、 
现在 猜想 , 若 入 是 (2.16) 的 k 重 根 时 ,(2.13) 有 形 如 


ee， sems, len 
的 上 个 特 解 . 为 此 , 只 需 证 明 : 对 m =0， ,1 总 有 
ZIzmeNa 


其 中 工 是 由 方程 (2.13) 左 端 所 定义 的 线性 微分 算 子 , 即 


LM = + ay 十，… 十 an + any. (2.19) 
首先 , 若 Xi 是 (2.16) 的 上 重 根 , 则 有 
PA) =PN) = "=p DOA 一 0，PpO(Ai) 关 0， (2.20) 
其 次 , 由 于 
De] =pNe ,Be = "ee, 
又 由 于 
LIzmev] = 工 [ 茵 叫 = | = 训 Oye™) 


= (Got) +mp™ dN)z 
+ 2 四 pe- 本 二 二 + oN") Ca 


于 是 由 (2.20) 立刻 得 到 Z[zmeNz] 三 0,m = 0,1,… ,kk 一 1, 即 函数 
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都 是 (2.13) 的 解 . 

一 般 地 , 当 特征 方程 有 多 个 重 根 时 , 有 下 面 的 定理 . 

定理 2.16 如果 方程 (2.13) 有 互 异 的 特征 根 入 ,和 2,… , Xp, 它们 的 重 数 分 别 
为 muma ,mpmai 1， mi 二 ma 十 … 十 mp =n, 则 (2.13) 有 与 之 对 应 的 一 组 
特 解 


(2.22) 


ei se, ee, 
且 (2.22) 构成 (2.13) 在 区 间 (oo0, +o0) 上 的 基本 解 组 . 

证 明 ”由 上 述 论证 , 已 知 (2.22) 中 每 一 个 函数 都 是 方程 (2.13) 的 解 . 现在 只 
需 证 明 它们 在 (-o0, +o0) 上 线性 无 关 即 可 . 使 用 反 证 法 , 设 关系 式 


郊 (cho + chiz + e+ km iT™ 1) esr =0 (2.23) 
Ed 
在 (-o0,+o0) 上 成 立 , 且 常 数 cei (k = 1,2,… ,p,i= 0,1,… ,mw 一 1) 中 至 少 有 一 
个 不 为 零 
关系 式 (2.23) 可 以 写成 


bp Pos (zjexws =0, 
et 
其 中 Pn, (z) = cko 十 chlz 十 … 十 cems-izme-1 是 mw 一 1 次 多 项 式 , 且 Pa (z) (k = 
1, 2,… ,p) 中 至 少 有 一 个 在 (oo0, +>o) 上 不 恒 为 零 . 
不 妨 设 Pn, (z) 关 0, 用 e-%= 乘 上 式 两 端 可 得 


也 
Pn, (z) + 》 Pns (z)e -A =0, 
bd 


对 上 式 关于 求 ma 阶 导数 可 得 
bl (zee a0, 
2 


其 中 PL(z) 为 ms 次 多 项 式 , 并 且 PI (z) 关 0, 这 是 因为 


(mi) 
(Po ec = 名 et- 
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故 PU (z) 与 Pn, (z) 是 同 次 多 项 式 . 用 e-0z->)= 乘 上 式 两 端 可 得 
砚 @+ 守 Oe 
对 上 式 关于 = 求 ma 阶 导数 可 得 
A We so 
Ed 


并 且 Pl (z) 夫 0,…… 如 上 做 法 继续 下 去 , 最 后 可 得 
Ph- (z)ed -1s =0, 
进而 得 
Ph (z)=0. 

但 是 , 由 假设 Pn, (z) 关 0 知 PR (z) 关 0, 与 上 式 矛盾 .所 以 , (2.22) 所 给 的 是 
(2.13) 在 区 间 (oo0, -Hoo) 上 的 基本 解 组 . 证 毕 

车 在 (2.22) 中 出 现 复 值 解 , 如 X; = a + 训 是 方程 的 mi 重 特征 根 , 则 有 共 轮 
hz = a 一 访 也 是 (2.13) 的 mi 重 特征 根 . 因此 , 此 时 (2.22) 中 含有 如 下 的 2mt 个 
解 : 


elatib)s, reletib)s, 


elo-ib)s, zele-i)s, 


用 单 特征 根 情况 下 处 理 复 值 解 的 实 值 化 的 同样 方法 , 可 将 上 面 2m; 复 值 解 用 下 面 
的 2mi 个 实 值 解 奉 换 ; 
ear co8br, ze cosbr, ++, zmirleaz cosbz， 
eszsinbz， Terrsinbz， «-, 2™ esinbz. 
对 于 其 他 复 根 作 同 样 处 理 , 最 后 得 到 方程 (2.13) 的 n 个 线性 无 关 的 实 值 解 . 
例 2.13 求 方程 y' +4y +4y =0 的 通 解 . 
解 ” 特 征 方 程 为 入 +4 和 +4 二 0, = -2 是 二 重 特征 根 , 要 求 通 解 是 


y=e (Cr + C27). 


例 2.14 求 方程 V9 一 4y”+5y" 一 4y 二 向 二 0 的 通 解 . 
解 ”特征 方程 是 
和 一 4N+S5N 一 4A+T4=0， 
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并 且 
XM 4M+5M — 4A+4= (A—2):(X+1). 
特征 根 是 
M2=2, AM=i MM=-i 
所 要 求 通 解 为 


Y= cle 十 cz7e2z 十 cacosZ 十 ctsinz. 


例 2.15 ” 求 方程 y" 一 3y" + 3y -y= 0 的 通 解 . 
解 ”特征 方程 是 
入 -3MX+3A 一 1= 0， 


并 且 
-3M+3A -1= (A-1)3, 


特征 根 ,2,3 = 1 是 三 重 根 , 所 要 求 通 解 为 
y=e(C1 + C2r + Cr). 


本 节 所 介绍 的 求解 方程 (2.13) 的 方法 , 不 仅 可 以 求 出 其 通 解 和 初 值 问 题 的 解 ， 
而 且 还 能 求 出 边 值 问题 的 解 , 初 值 问题 和 边 值 问题 都 是 常 微分 方程 的 定 解 问题 , 党 
微分 方程 的 边 值 问题 是 给 定 未 知 函数 在 区 间 两 个 端点 处 值 时 的 定 解 问题 , 它 与 求解 
某 些 偏 分 微 方程 密切 相关 , 例如 , 弦 振动 方程 的 求解 问题 就 可 以 归结 为 讨论 下 面 的 
二 阶 常 系数 线性 方程 边 值 问题 是 否 存在 非 零 解 . 

例 2.16 ” 试 讨论 和 为何 值 时 , 方程 V+ Xy = 0 有 满足 y(0) = y(1) = 0 的 非 
等 解 . 
解 ” 当 和 =0 时 ,方程 的 通 解 是 y= Ci + Czz, 要 使 y(0) =v(1) =0, 必须 有 
C1 = Ca = 0, 于 是 y(z) = 0. 

当 A < 0 时 , 方程 的 通 解 是 y = Clev- + Coe-v=Xz, 要 使 y(0) = y(1) = 0， 
必须 

Ci+C2=0, 
{ CieV\ T+ Cre v=0, 


即 Ci =0,C2 = 0, 于 是 y(z) = 0. 
当 入 > 0 时 , 方程 的 通 解 是 


y= Cicos VA + Casin VAz, 
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要 使 y(0) =y(1) =0, 必须 有 
C1=0, 
Czsin VA=0, 
所 以 由 sin VX = 0, 入 = m2r2, 得 到 所 要 求 的 非 零 解 为 


Jr(z) = Casinmrz， C2 #0,n=+l,+2,.... 


2.3 m 阶 常 系数 线性 非 齐 次 方程 
本 节 讨 论 n 阶 常 系数 线性 非 齐 次 方程 
VV Fa y+ + an +any = f(z) (2.24) 


的 解法 ， 由 2.1 和 2.2 节 的 内 容 已 经 知道 , (2.24) 的 通 解 等 于 它 的 对 应 齐 次 方程 通 
解 和 本 身 一 个 特 解 之 和 . 在 2.2 节 , 我 们 已 经 掌握 了 它 对 应 的 齐 次 方程 的 通 解 求法 ， 
这 里 的 问题 归结 到 如 何 求 (2.24) 的 一 个 特 解 , 一 般 方法 是 常数 变易 法 , 这 已 在 2.1 
节 中 介绍 过 , 但 其 计算 比较 麻烦 . 下 面 介绍 第 二 种 方法 , 即 待定 系数 法 , 其 计算 较为 
简便 , 不 过 , 它 仅 适用 于 非 齐 次 项 的 某 些 情形 . 这 里 考虑 如 下 两 种 情形 . 
2.3.1 ”具有 第 一 类 型 非 齐 次 项 的 常 系数 线性 方程 特 解 的 待定 系数 解法 
现在 , 考虑 1(z) = pm(z)esz 时 , 非 齐 次 方程 (2.24) 的 非 齐 次 特 解 的 求法 
先 从 简单 的 二 阶 方程 
V+pY + =e™ (2.25) 
开始 . 
因为 ex* 及 其 导数 与 常数 线性 组 合 , 结果 类 型 为 c"z 与 常数 之 积 , 猜想 (2.25) 
有 形 如 
y= he (2.26) 
的 特 解 , 其 中 4 为 待定 常数 . 将 它 代入 (2.25) 得 到 4(a2 + pa + gje"z = ec 


1 


A pts 


(2.27) 
当 a 不 是 特征 方程 

M+pA+g=0 (2.28) 
的 根 时 , 用 (2.27) 所 确定 的 4 可 得 到 (2.25) 的 特 解 . 
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当 a 是 特征 方程 (2.28) 的 根 , a? + pa + q = 0 时 , (2.27) 无 法 确定 4, 联想 到 
对 应 齐 次 方程 在 特征 根 为 重 根 时 , 由 重 根 对 应 的 解 有 由 一 个 解 乘 以 > 得 出 又 一 个 
解 的 情况 , 可 以 产生 如 下 猜想 : 

当 a 是 特征 方程 (2.28) 的 单 根 (a? + pa + 9g = 0,2a 十 p 关 0) 时 , 猜想 (2.25) 
有 形 如 

y= 4zeo= (2.29) 
的 特 解 . 将 它 代入 式 (2.25), 得 A(a? + pa + qjzesz + 4(2a+p)esz = ez, 即 
1 

Za+p’ 
这 时 (2.25) 有 形 如 (2.29) 的 特 解 , 其 中 4 由 (2.30) 确定 . 

当 a 是 特征 方程 (2.28) 的 二 重 根 (az + pa+ 9g = 0, 2a+p = 0) 时 , (2.30) 无 
法 确定 4, 此 时 , 猜想 (2.25) 有 形 如 


y= 4zzeo 


4(2a+pjen= =en=， A= (2.30) 


的 特 解 . 将 它 代入 式 (2.25), 得 
Ala? + pa 十 gjz2esz 十 24(2a 十 p)zenz 十 24eoz = enr， 


即 24esz = eor, 可 解 出 4 到 确定 出 (2.25) 的 特 解 . 

综 上 所 述 , 可 以 得 到 结论 : 如 果 a 不 是 (2.28) 的 根 , 则 (2.25) 有 形 如 4esz 的 
特 解 ; 如 果 a 是 (2.28) 的 单 根 , 则 (2.25) 有 形 如 4ze= 的 特 解 ; 如 果 a 是 (2.28) 的 
二 重 根 , 则 (2.25) 有 形 如 4z?ec= 的 特 解 . 

现在 , 猜想 n 阶 常 系数 线性 非 齐 次 方程 (2.24) 的 特 解 有 如 下 推广 . 

定理 2.17 设 Pn(z) 是 m 次 实 或 复 系 数 的 多 项 式 ， 

f(z) = Pn(z)e®® = (pozm 十 Pizm 十 十 pm-iz 十 pm)en，mm>1 (2.31) 

则 有 

(1) 当 a 不 是 特征 根 时 , (2.24) 有 形 如 

加 (z) = Qm(z)e™ 
的 特 解 , 其 中 待定 多 项 式 
Qn(z) = gozm + qT™ + mT + Gm- 
(2) 当 a 是 (> 1) 重 特征 根 时 , (2.24) 有 形 如 
(7) =2Qm(z)e™” 
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的 特 解 , 其 中 Qm(z) 也 是 上 述 待定 多 项 式 - 

证 明 ”注意 到 结论 (1) 可 视 为 结论 (2) 中 取 上 = 0 情况 , 只 需 证 明 结 论 (2) 的 
结果 . 
因为 a 是 P(A) = 0 的 上 重 根 , 则 有 


Plal = P(a) =…= PLD(al =0，P(a) 关 0 
又 由 式 (2.21) 知 (无 论 是 实数 还 是 虚 的 复数 ) 


ZIzme=] = 人 CC P(A)z™ "es. 
Ej 


所 以 , 车 a 是 P(A) =0 的 上 重 根 , 则 PW(a) 关 0 并 且 
并 [zken=] = CP) (a)e®, 
dem = (chr P(e)e + Okt Pro) jo", 


LIzetzeoz] = (ctaPmamz 十 CSPQ+D(a)z 十 capeaajen， 


Llartmenr] = (G3 + )e 
可 见 : 上 列 各 式 右边 从 上 到 下 依次 为 z 的 0 到 m 次 多 项 式 与 e"z 的 积 . 故 Pn(zjee 
可 由 上 列 几 个 等 式 的 右边 , 也 即 左边 线性 表示 , 即 存在 常数 bo,b1,5b2，,… ,bn 使 得 
boLlz*t™ens] + biLletm ens] 十 … 十 bm-1E[zkttesz] + bmLlete®®) = Pon(z)en， 


即 
Llz*(boz™ + bz™ + + bmir + bm)e™”] = Pa(z)eo 


所 以 方程 Lly] = Pn(z)e** 具有 如 上 所 述 形 如 y; = z*Qm(z)er* 的 特 解 . 证 毕 . 
附注 ”定理 2.17 的 证 明说 明 : 当 定 理 中 a 为 复数 时 结论 也 成 立 . 
例 2.17 求 方程 w' = 5y +6y = 6z? - 10z+ 2 的 通 解 . 
解 ” 对 应 齐 次 方程 的 特征 方程 是 


XY-5A+6=0, 
特征 根 Xi = 2,X2 = 3, 因为 a = 0 不 是 特征 根 , 因而 原 方程 有 形 如 


n=Ar+BriC 
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的 特 解 . 将 它 代入 原 方程 可 得 
2A—5(2Ar+B)+6(Ar?+ Br+C)= 6z?— 10r+2, 
即 
6Ar?+(6B— 10A)z +2A—5B+6C = 6 — 10r+2, 
比较 上 式 等 号 两 端 z 的 同 次 宕 系数 , 可 得 


64=6， 
6B 一 104 = -10, 
24 一 5B+6C =2. 


解 上 述 方程 组 可 得 
4=1 B=0, C=0, 


故 已 知 方程 有 特 解 y= z2, 通 解 为 
y= Cie™ + Cze™ 十 2 
例 2.18 ” 求 方程 yW' 一 y = xz? 一 z 的 通 解 
解 ”对 应 齐 次 方程 的 特征 方程 是 
NX-A=0, MA-1)=0, 
特征 根 为 和 = 0, Xa = 1, 由 于 a = 0 是 单 特征 根 , 因而 原 方程 有 形 如 
=r(Ar?+Br+C) 
的 特 解 . 将 它 代入 已 知 方程 , 并 比较 z 的 同 次 窦 系数 , 得 
§ 1 


4= -让 B= -二 C=- 


要 求 通 解 为 
y=G+Oe 337- 


例 2.19 ” 求 方程 y' 一 4y + 向 =3e*= 的 通 解 . 
解 ” 对 应 齐 次 方程 的 特征 方程 是 


XX-A+4=0, 
特征 根 为 和 1,2 = 2, 由 于 a = 2 是 二 重 特征 根 , 因而 原 方程 有 形 如 
n= A 
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的 特 解 . 将 它 代入 已 知 方程 , 并 比较 z 的 同 次 备 系 数 , 得 4 一 3 要 求 通 解 为 


2 
y= (C+ O02) + 


2.3.2 具有 第 二 类 型 非 齐 次 项 的 常 系 数 线性 方程 特 解 的 待定 系数 解法 
现在 , 考虑 
f(z) = (PAI(z) cos Bz + Pl(z)sin pz]e= 
时 , 非 齐 次 方程 (2.24) 的 特 解 的 求法 . 
设 上 式 中 PUl(z) 与 PR 是 z 的 次 数 不 高 于 m 的 多 项 式 , 但 二 者 至 少 有 一 个 
为 mm 次 . 
根据 Buler 公式 , 有 


ipz + e-ips Eps _ er-ipz 
= -一 一 CE 


cosBr ， sinpz = 页 


这 样 一 来 , f(z) 可 改写 成 


7 四 = 本 em， + 有 en 


= 天 Il(z)eetas + 本 (zjee-iar， (2.32) 


eta 
2 


其 中 PD(z), Bo(z) 是 m 次 多 项 式 . 因此 , 式 (2.32) 相当 于 两 个 (2.31) 形状 的 函 
数 相 加 . 再 由 非 齐 次 方程 的 一 个 性 质 一 登 加 原理 , 情形 (2.32) 可 化 为 情形 (2.31). 
非 齐 次 方程 登 加 原理 ” 设 有 非 齐 次 方程 


Lly] = f(z) + falz), (2.33) 


且 n(x),wa(z) 分 别 是 方程 Ly] = 所 (z), Lly] = fo(z) 的 解 , 则 函数 yi(z) + yo(z) 是 
方程 (2.33) 的 解 . 
证 明 ”由 于 Znm(z)] = 有 i(z), Llyo(z) = fo(z), 故 有 


Lly(z) + ya(7)] = Lys(z)] + Llya(z)] = f(z) + fa(z). 
证 毕 . 
根据 上 述 双 加 原理 , 就 可 以 把 情形 (2.32) 化 为 (2.31) 了 , 再 根据 定理 2.17, 可 
给 出 如 下 的 定理 . 


定理 2.18 。 设 上 式 中 PRAI(z) 与 PR 是 z 的 次 数 不 高 于 m 的 多 项 式 ,但 二 者 
至 少 有 一 个 为 mm 次 , f(z) = (PRI(z)cosBz + PR(z)sinBz) er, 则 有 
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(D 如 果 e 土 认 不 是 特征 根 时 , 方程 (2.24) 有 形 如 
= QM(s)e "0 + OR (re (2.34) 


的 特 解 , 其 中 Q 风 (z) 与 9 内 (z) 是 m 次 待定 多 项 式 . 
(2) 如 果 a 士 B 是 上 重 特征 根 时 , 方程 (2.24) 有 形 如 


n= (Q(z)elet9s + QR(z)ele -0s) (2.35) 


的 特 解 ,其 中 Q@ 内 (z) 与 内 (z) 是 m 次 待定 多 项 式 . 

为 了 求 得 (2.32) 情况 下 , 方程 (2.24) 的 实 特 解 , 可 以 由 ele+9)* 的 定义 , 将 
(2.34) 与 (2.35) 化 成 三 角 函 数 的 形式 , 析出 实 部 或 虚 部 解 ,使 对 应 于 上 述 两 种 情形 
有 如 下 结果 

(8) 如果 ai8 不 是 特征 根 , 则 特 解 具有 形状 


Wh =e (Q(z) cos Bz + Mz)sin Bz) , 


其 中 Q 风 (z) 与 9 内 (z) 是 m 次 待定 多 项 式 
(4) 如 果 a 士 ;6 是 重 特征 根 , 则 特 解 应 具 形状 


Wh = ze (QM(z) cosBz + Q(z) sin pz) 5 


其 中 QR(z) 与 8 内 (z) 是 m 次 待定 多 项 式 , 8 由 (z),Q@ 风 (x) 的 系数 的 求法 可 应 用 待 
定 系数 法 . 
附注 ”即使 在 PRI(z), PRI(z) 中 有 一 个 恒 为 零 , 方程 (2.24) 的 特 解 仍 具有 形 
状 (2.34), (2.35). 即 不 能 为 如 下 情形 : 当 PH(z) = 0 时 , 就 在 (2.34) 或 (2.35) 中 令 
Q(z) =0; 当 名 lz) =0 时 ,就 令 Q 风 (z) = 0. 
例 2.20 求 方程 WV'+y 2y = (cosz 一 7sinz)ez 的 通 解 . 
解 ”对 应 齐 次 方程 的 特征 方程 是 


N+A-2=0, 


特征 根 为 Xi = 1, Xa = -2, 因为 数 a 十 8 = 1 土 i 不 是 特征 根 , 故 原 方程 具有 形 如 
n= (Acosz+ Bsinz)e” 
的 特 解 , 将 上 式 及 


W=((A+B)cosz+ (A— 了 )sinz)er， 
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yr = (2B cosz — 2Asinz)er 
代入 原 方程 有 
(2Beosz — 2Asinz)e* +((A+ B)cosz +(B— A)sinz)er 
_2(Acosz + Bsinz)er = er(cosz 一 Tsinz)， 
即 
(3B— A)cosr— (B+3A)sinz = cosz 一 7sinz 


比较 上 式 两 端 coszsinz 的 系数 , 可 得 { Se 本 4 一 2,B = 1, 要 求 通 解 
为 


y=C1e* +C2ze += Cr + Ce 二 (2cosz 十 sinz)ez 


例 2.21 求 方程 % +y = 2sinz 的 通 解 . 
解 ” 对 应 齐 次 方程 的 特征 方程 是 


XX+1=0, 
特征 根 为 Nt = 二;, 因为 e 土 ip = 二 是 特征 方程 的 单 根 , 故 所 求 特 解 应 具有 形 如 
nh =z(Acosz+ Bsinz) 
的 特 解 , 将 上 式 及 


W=(Acosz+Bsinz)+z(-Asinz+ Beosz) 
=(A+Bz)cosz+(B— Az)sinz, 
WW=Beosz—(A+Bz)sinz — Asinz +(B— Az)cosz 
=(2B-- Az)cosz — (2A+ Bz)sinz 
代入 原 方程 ,有 


(2B — Az)cosz — (2A + Bz)sinz +z(Acosz + Bsinz) 
= 2Bcosz 一 24sinz =2sinz, 


比较 上 式 两 端 cos zsin z 的 系数 , 可 知 4 = -1,， B = 0, 要 求 通 解 为 
Y= Chcosz 十 Casinz 一 zcosz. 


例 2.22 求 方程 y' 6y + 5y = -3ez + 5z2 的 通 解 . 
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解 ” 对 应 齐 次 方程 的 特征 方程 是 
入 -6A+5= 0， 


特征 根 为 入 = 1, Xa = 5, 因为 原 方程 右 端 由 两 个 加 项 组 成 , 根据 选 加 原理 , 可 考虑 
在 分 别 求 出 两 个 方程: 

() 

y -6y +5y= 37, 
(2) 
y -6y +5y= 5z2? 

的 特 解 后 , 将 它们 相 加 得 出 原 方程 的 一 个 特 解 。 。 

对 于 方程 (1), 有 特 解 y = hze*, 代入 可 得 4 = 4, 故 


= Ber 
n= re 
对 于 方程 (2) 有 特 解 w= 4Az? + Bz + C, 代入 后 可 得 4= ,= 电 ,C = 器, 放 
lt 
加 = 开 + 百 z+ 面 
于 是 , 原 方程 有 特 解 
+ 扩 = 3ce=+z2+ 了 + 名 
四 5”+ 25 
通 解 为 
y= Cies 十 Coese 十 Sze 十 2 十 Be+ 器 
2.3.3 Euler 方程 
形 如 dm dn 出 
oe 上 十 ， +on-izL +any=0 (2.36) 
的 方程 称 为 Buler 方程. 


解法 ”使 用 变换 = = et, 通过 计算 可 得 
dy_ dy dy dy_dtd 时 ) ea (党 划 )， 


Cra 7 a dt 
dy -td (dy ,pd 'y EE 
续 = 于 + 


将 它们 (其 中 hh,52,… ,by 为 常数 ) 代入 , Euler 方程 (2.36) 即 可 转化 成 以 + 为 自 变 
量 , y 为 未 知 函数 的 常 系数 线性 方程 , 如 果 有 解 y = eX, 则 Euler 方程 (2.36) 对 应 
有 解 y= z*. 
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现在 , 考虑 直接 将 y = zx 代入 Euler 方程 (2.36) 可 以 得 到 和 适合 的 代数 方程 
AQA-D…(A-n+D+aAA-D……(OA-n+2+.…+an=0， (2.37) 


事实 上 , 到 这 里 已 证 明了 结论 : 代数 方程 (2.37) 是 Euler 方程 (2.36) 在 使 用 变换 
z = et 后 得 到 的 对 应 常 系数 线性 齐 次 方程 的 特征 方程 , 也 称 其 为 Buler 方程 (2.36) 
的 特征 方程 . 于 是 , 方程 (2.37) 的 m 重 实 根 和 = a, 对 应 方程 (2.36) 有 m 个 解 : 


z°, zinlzl, zin?lzl, ,rin™!|z|, 
方程 (2.37) 的 mm 重复 根 和 = a + ib(b 关 0), 对 应 方程 (2.36) 有 2m 个 实 解 : 
zacos (bin|z|)， z°In|zlcos(bin|z), .+, zalnm -ilzleos(bolnlz|)， 
zesin (binlzl)， zslnlzlsin(blnlzl)，… ， zn™ zlsin(bIn|zl). 


例 2.23 ” 求 方程 z?y' -4zy + 6y = 0 的 通 解 . 
解 ” 原 方程 是 Evler 方程, 其 特征 方程 是 和 (和 一 1) -4X+6= 0, 即 
(A—2)(A—3)=0, 
特征 根 为 和 = 2, 和 2 = 3, 所 要 求 通 解 为 y = clz2 + c2z?. 
例 2.24 求 方程 z2y" - zy + 2y = 0 的 通 解 . 
解 ” 原 方程 是 Euler 方程 , 其 特征 方程 是 和 (和 一 1) -入 +2= 0, 即 
入 -2A+2= 0， 
特征 根 为 ,2 = 1 十 i, 所 要 求 通 解 为 


y= eazcos(lnlzl) + eazsin (In|zl). 


2.4 二 阶 常 系数 线性 方程 与 数学 摆 分 析 


日 常生 活 和 工程 技术 中 有 许多 运动 , 如 钟 摆 的 往复 舞动、 弹簧 的 振动 、 乐 器 中 
弦 线 的 振动 、 电 路 中 的 电 振荡 等 振动 问题 , 在 一 定 条 件 下 , 都 具有 与 微小 振动 的 数 
学 摆 的 运动 规律 一 样 的 数学 模型 一 二 阶 常 系数 线性 方程 . 本 节 对 在 第 1 章 中 已 
建立 了 方程 的 做 微小 振动 时 数学 摆 的 运动 规律 作 一 专门 讨论 . 
2.4.1 无 阻尼 自由 振动 一 一 简 谐振 动 

无 阻尼 自由 振动 数学 摆 运 动 方程 (1.5) 为 


dp 9 
0 
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o2(w > 0), 上 式 即 


学 +wp=0, (2.38) 
它 的 通 解 为 


P= C1coswt+ C2sinwt. 
由 三 角 学 知识 , 可 把 上 式 改写 成 如 下 形式 : 


oar (ya) 
即 方程 (3.38) 的 通 解 也 可 写成 
y= Asin(wt+a), (2.39) 


其 中 4 为 任意 常数 . 由 此 可 见 , 物体 在 平衡 位 。 。 ，? 

置 附近 做 简 谐振 动 (图 2.1)， 这 里 ，4 称 为 振幅 , 

幅 角 ut + a 称 为 振动 的 相位 , 简称 相位 , 相位 在 

4 = 0 时 所 取 的 值 a, 称 为 初 相位 ，w 一 区 为 可 7 
固有 振动 频率 , 周期 是 


2r 1 
7-E mt 图 21 


如 果 把 数学 摆 移 至 位 置 p = wo 处 , 然后 突然 松 开 , 使 其 自由 摆动 , 那么 , 数学 
摆 的 运动 满足 初始 条 件 
9(O0)=w，w (0)=0， (2.40) 
x 


将 它 代入 (2.39) 可 得 a = 5,4 = Yo, 进而 有 , 方程 (2.38) 满足 初始 条 件 (2.40) 的 
解 为 


P= pocoswt. 
2.4.2 ”有 阻尼 自由 振动 

由 (2.39) 看 到 , 无 阻尼 自由 振动 按 正弦 规律 做 周期 运动 , 摆动 将 无 限期 的 进行 
下 去 , 但 实际 情况 是 , 在 空气 中 , 摆 总 是 经 过 一 段 时 间 后 就 会 停 下 来 , 这 说 明 上 面 所 
得 方程 并 没有 完全 反映 摆 的 运动 规律 . 因为 空气 阻力 实际 上 存在 , 由 此 必须 把 运动 
所 受 的 阻力 这 一 因素 考虑 进去 , 从 而 有 阻尼 自由 振动 方程 (1.6) 


Es 
+ 
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令 闪 =2n 人 = oo (n>,w > 9, 上 式 即 


m 
dip 


人 +wp =0, (2.41) 
它 是 一 个 二 阶 常 系数 线性 齐 次 方程 , 特征 根 是 
和 ua = -nt Vm (2.42) 


现在 分 三 种 情况 讨论 : 

(D m < w 时 , 对 应 于 介质 阻尼 相对 不 太 大 的 情形 , 记 ww = Vw7 一 mz, 则 方程 
(2.41) 的 通 解 为 

=e-™(Ci coswnt + Ca sinwnt), 
它 可 化 为 
p= Ae-™sin(wnt + a), (2.43) 

其 中 4, a 为 任意 常数 

由 式 (2.43) 可 见 , 摆 的 运动 已 不 是 周期 的 ， 振动 的 最 大 偏离 随时 间 增加 而 不 断 
减 小 , 摆 从 一 个 最 大 偏离 到 达 同 侧 下 一 个 最 大 偏离 所 需 的 时 间 为 了 = 王 . 图 2.2 
表示 函数 (2.43), 图 上 虚线 是 p = 4e-" 的 图 形 , 实 线 则 表示 摆动 运动 的 篇 离 随时 
间 变 化 的 规律 , 它 夹 在 两 条 虚线 的 中 间 , 因为 有 阻力 存在 , 所 以 摆动 的 最 大 偏离 随 
时 间 增 加 而 不 断 减 小 , 最 后 达到 平衡 位 置 p = 0. 


图 2.2 


(2) n > w 时 , 对 应 于 介质 阻尼 相对 较 大 的 情形 , 特征 根 为 2 < 和 < 0, 这 时 方 
程 的 通 解 为 

p= Ce 十 Coeht (2.44) 

由 式 (2.44) 可 见 , 摆 的 运动 也 不 是 周期 的 , 因为 方程 Ciext + Coe*t = 0 关于 上 最 多 

只 有 一 个 解 , 所 以 把 最 多 只 通过 平衡 位 置 一 次 . 由 W = (CiX1 + Ca)Xze0a -So .et 
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知道 , 当 上 足够 大 时 , %' 与 Ci 符号 相反 , 因此 , 介质 阻尼 相对 较 大 的 情形 , 摆动 不 
是 周期 的 . 但 是 经 过 一 段 时 间 后 , 摆 会 单调 地 趋 于 平衡 位 置 , 运动 规律 (2.42) 几何 
表示 如 图 2.3 所 示 . 


图 2.3 


(3) n = w, 这 时 对 应 的 介质 阻尼 称 为 临界 阻尼 情形 , 特征 根 为 和 = Xs = 一 n， 
这 时 方程 的 通 解 为 


p= (Cr+ Cat)e™. (2.45) 
由 式 (2.45) 可 见 , 摆 的 运动 也 不 是 周期 的 ， 其 运动 规律 (2.45) 的 几何 表示 与 
图 2.3 相 类 似 . 
2.4.3 ”无 阻尼 强迫 振动 
如 果 一 个 振动 系统 还 受到 一 个 外 力 的 作用 , 则 称 这 种 振动 为 强迫 振动 . 常见 的 


外 力 往往 是 按 周期 变化 的 , 现在 考虑 按 正弦 变化 的 周期 外 力作 用 下 的 强迫 振动 . 
数学 摆 的 微小 强迫 振动 适合 方程 (1.7) 


dp pdp 9 1 
三 + 而 业 + 两 的 


现 考察 无 阻尼 强迫 振动 , 即 上 = 0 情况 . 令 
去 F9 = Hsinpt, 
其 中 为 常数 , p 称 为 外 力 固 有 振动 频率 . 此 时 , 方程 (1.7) 即 
dy 
人 
当 w #p 时 , 方程 (2.43) 通 解 为 (实际 求解 留 给 读者 ) 


+wzp = Hsinpt. (2.46) 


p= Asinat+ e+ 声 (2.47) 


其 中 4,a 为 任意 常数 。 此 处 通 解 表达 式 的 两 个 组 成 部 分 , 第 一 部 分 Asin(wt + a) 
是 无 阻尼 自由 振动 的 解 , 代表 固有 振动, 第 二 部 分 - Er 代表 外 力 引起 的 
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强迫 振动 , 是 振动 频率 等 于 外 力 频率 , 而 振 四 不 同 的 项 . 如 果 外 力 
越 接近 固有 振动 频率 w, 则 强迫 振动 项 的 振幅 就 越 大 . 
当 w=p 时 , 方程 (2.43) 通 解 为 (实际 求解 留 给 读者 ) 


振动 频率 p 


H 
9 = Asin(wt+o) — Bteoswt. (2.48) 


式 (2.48) 表明 , 随 着 时 间 的 增 大 , 对 应 情况 的 摆 相对 平衡 点 的 偏离 将 无 限 增加 ， 
这 种 现象 称 为 共振 现象 . 但 是 , 随 着 时 间 的 增加 , 在 到 达 一 定 的 时 候 , 方程 (2.46) 就 
不 能 描述 摆 的 运动 状态 了 
2.4.4 ”有 阻尼 强迫 振动 
这 时 摆 的 运动 适合 方程 
dp 


琵 + p= Hsinpt. (2.49) 


这 里 只 讨论 ,mn < w 时 的 小 阻尼 情况 . 这 时 方程 具有 形式 解 
B= Mcospt + Nsinpt, 
将 上 式 代入 (2.49), 比较 同类 项 系数 , 可 得 


—2npH (2 pH 
+ mp 7 + rap 

进而 得 

二 如 一 2npcospt 人 2 一 下 si 下 

VV J Ta) 
即 

0), be 

其 中 0 = arctan 2 更 ”注意 到 ， (2.49) 对 应 的 齐 次 方程 的 通 解 是 (2.43), 所 以 有 


H 站 
VE 
这 就 是 方程 (2.49) 的 通 解 , 其 中 4,a 为 任意 常数 , w= Vw7 一 m2. 

由 (2.51) 看 到 , 组 成 方程 (2.49) 通 解 的 两 项 中 , 第 一 项 是 有 阻尼 的 自由 振动 ， 
t 一 +oo 时 , 很 快 地 消失 , 因而 , 通 解 的 主要 部 分 是 第 二 项 . 不 难 发 现 , 在 考虑 强 
迫 振 动 时 , 这 部 分 才 是 主要 的 , 它 周期 性 地 变化 , 与 周期 外 力 甩 sinpt 相 比 较 , 频 


p= Ae-™sin(wt+a)+ -0), (251) 
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率 一 样 , 但 相位 和 振幅 都 不 同 了 ， 令 更 四 ) = (2 一 到 ) ”+ 4n2p2， 由 于 于 四 
4p (w? 一 P)+8n2p =0 有 六 一 迪 一 2n2, 而 且 在 2n2 < wz 时 , $7 (VE 一 39) 一 
8p? > 0. 所 以 , 在 2n? < w? 的 小 阻尼 情况 , p = V 瑰 二 到 时 , $(p) 取 最 小 值 , 相应 
解 的 振幅 取 最 大 值 为 


B= 


H ee 乱 
Vi nm) nvmn 


这 说 明 , 外 力 的 频率 p = VS5 - 2n5 时 , 强迫 振动 项 的 振幅 达到 最 大 值 , 这 时 
的 外 力 频率 称 为 共振 频率 , 产生 的 现象 称 为 共振 现象 , 上 式 所 确定 的 B 称 为 共振 振 
幅 . 注意 到 n 很 小 时 , p = w, 上 式 还 表明 , lim B = +oo, 即 阻尼 力 很 小 时 , 系统 的 
固有 频率 w 接近 于 外 力 的 频率 p， 共振 振幅 可 以 变 得 很 大 


习题 2 


1. 函数 组 x,arcsin tarccost 的 朗 斯 基 行 列 式 为 

2， 著 y = Inz,y = er 是 二 阶 线性 微分 方程 Liv| = f(z) 的 一 个 基本 解 组 ， 则 由 党 
数 变易 法 知道 此 处 方程 具有 形式 解 y = Ci(z) In z + Cz(z)e*， 其 中 Ci(z),Ca(z) 由 方程 组 
来 出 Ci(z),Cs(z) 后 去 确定 

3. 已 知 方程 主 + et -taz = 0 的 一 个 特 解 为 zi, 则 方程 评 + et - bz = f(t) 的 通 解 可 
表示 为 

4. 线性 齐 次 方程 的 基本 解 组 为 ti et,te' 

5. 求 作 一 个 线性 微分 方程 , 它 具有 基本 解 组 y; = z, y2 一 er， ya = sinz. 

6, 求解 方程 (1 一 二) 六 一 2 二 十 27 = 0, 此 处 方程 有 特 解 z: = 

7. 求解 方程 上 工 一 3t 驻 十 6 二 一 6z = 0, 此 处 方程 有 特 解 1 = 上 zz 一 

8. 求解 方程 二 一 绊 十 4z 一 0. 

9. 求解 方程 y" 一 2y” 一 3y + 10y = 0. 

10. 求解 方程 zt 一 2 区 + 六 二 18 一 90z 一 0. 

11. 求解 方程 WO 一 4y” 二 8” 一 BY’ +3y = 0 

12. 求解 方程 VC 一 4y” 二 6y” ~ 4y' ++y = 0. 

13. 求解 方程 We 一 2 一 十 2y = 0. 

14. 求解 方程 主 二 2a 十 kz = 0(a > 0)， 

15. 求解 方程 y” +3 = ze. 

16. 求解 方程 y" 一 2y 十 4y = (十 2)ear- 

17. 求解 方程 去 十 62 十 13z = e'( 坟 一 5t 十 2) 

18. 求解 方程 2y” 十 3 y= 4 一 ex。 

19. 求解 方程 主 一 入 十 4 二 et 十 ex 十 1. 

20. 求解 方程 V" 十 9y = 18cos3z 一 30sin3z. 

21. 求解 方程 主 + 4r = 2sintcost. 
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22. 求解 方程 2y" 上 + 5y = coszz. 
23. 设 f(z) 在 [a,+o0) 上 连续 , 且 有 .lim f(z) = 0 (z) 是 方程 
y+ +2y=f(7) 


的 解 , 试 证 明 _lim_y (z) 一 0. 
24. 求解 方程 主 一 2 十 2z = tet cost. 
25. 求解 方程 对 一 6z 十 57 


29. 求解 方程 zy + 2zy 一 ee 十 2. 


30 来 钥 吾 (是 = 一 tt 
31. 利用 代 换 y= < 求解 方程 yeosz 一 2y sinz 十 3y cosz 
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第 3 章 ”线性 微分 方程 组 的 解法 


在 第 1、2 章 中 , 我 们 主要 介绍 了 含有 1 个 未 知 函数 的 常 微分 方程 及 其 解法 . 本 
章 主要 介绍 含有 多 个 未 知 函数 的 常 微分 方程 , 即 微分 方程 组 . 选 讲 一 些 比较 经 典 的 
解法 


3.1 微分 方程 组 的 基本 概念 


3.1.1 ”线性 微分 方程 组 的 概念 

定义 3.1 ”含有 单个 自 变 量 t n 个 未 知 函数 z1(t), z2(),… ,zn(t)( 统 一 地 写 
成 向 量 形式 = = z(t) = (zi(b,zaz(9…… ,zn(b)7), 以 及 z= z(t) 的 直到 n 阶 导数 
的 函数 方程 组 

人 = h(t, 2, 0, zc) (3.1) 

称 为 含有 n 个 未 知 函数 z1(t),z2(t),… ,zn(t) 的 微分 方程 组 .在 微分 方程 组 (3.1) 
中 ， h(t, zz, ,2(")) = (abzz nbD)， ht ,wD)))T 
是 nn 个 已 知 函 数 所 构成 的 列 向 量 . 为 区 分 不 同 的 微分 方程 组 , 我 们 将 方程 组 中 实际 
出 现 的 未 知 函数 的 最 高 阶 导数 的 阶 数 n 称 为 微分 方程 组 的 阶 . 如 果 htt z,z'…… 
zl"-)) 关于 zz，… ,zm 是 一 次 的 , 则 称 此 方程 组 为 线性 微分 方程 组 , 否则 称 
为 非 线性 微分 方程 组 . 如 果 有 n 个 函数 p1(t), p(t)… ,pn(t) 使 得 (3.1) 成 为 恒 等 
式 , 那么 称 = = p(t) = (pi(t), pz()… ,pn(b)T 为 (3.1) 的 一 个 解 . 

含有 nm 个 未 知 函数 z1(t),z2(t),… ,zn(t) 的 一 阶 微分 方程 组 的 形式 为 


= 


ef (3.2) 
dzn 
dt 
定义 3.2 ” 设 函 数组 z1(t),z2(t),… ,zn(t) 在 区 间 a < t < b 上 可 微 , 且 有 恒 
等 式 


四) 


2 fi(t, £1(£), z2(8), + ,zn(t)), i=1,2,. ,n, (3.3) 


则 称 函数 组 z1(t),z2(t),… ,zn() 为 一 阶 微分 方程 组 (3.2) 在 [a, 臣 上 的 一 个 解 . 含 
有 n 个 独立 的 任意 常数 c1,c2,-… ,cn 的 解 
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Ti= pilbcy ca cn), i=1,2, ,Nn (3.4) 
称 为 方程 组 (3.2) 的 通 解 . 如 果 通 解 满足 方程 组 
Pi(t, 1, 72,°** Znichca cn) 一 0 


Paltz1 72,. Znicbca cn) (3.5) 
Bn(t, 1, Ta Eni Cl, C2 Cn) = 0, 
则 称 (3.5) 为 方程 组 (3.2) 的 通 积分 . 
定义 3.3 ”给 定 n 个 条 件 : 
T1(to) = zol， za(to) = zoz，… zn(to) = Ton, (3.6) 


它们 称 为 方程 组 (3.2) 的 初始 条 件 . 一 阶 微分 方程 组 (3.2) 和 初始 条 件 (3.6) 一 起 称 
为 方程 组 (3.2) 的 初 值 问题 . 

与 第 1, 2 章 中 方程 的 情况 一 样 , 如 果 已 经 求 得 (3.2) 的 通 解 , 而 要 求 满足 初始 
条 件 (3.6) 的 解 , 我 们 把 (3.6) 代入 通 解 (3.4) 之 中 , 得 到 关于 c1,c2,… ,cn 的 n 个 
方程 , 如 果 能 从 其 中 解 c1,c2,… ,cn, 则 将 它们 再 代 回 (3.4), 就 得 所 求 的 解 . 

3.1.2 ”函数 矩阵 、 函 数 向 量 和 连续 函数 的 范 数 

因为 线性 微分 方程 组 的 讨论 与 向 量 、 矩阵 及 其 相关 运算 紧密 相连 , 所 以 下 面 来 
介绍 有 关 向 量 、 矩阵 的 一 些 基本 性 质 . 

n x n 维 函 数 和 矩阵 4(t) 定 义 为 


Qun(t) oz 的 + an(t) 
A = ont) qm(t) oan(®) ， (37) 
ona(t) an2lt) «ann(t) 
它 由 mn? 个 函数 ayj(t)(i,j = 1,2,… ,n) 作为 元 素 构成 . 
n 维 函数 列 向 量 <(t) 或 n x 1 维 函数 矩阵 定义 为 
m1(t) 
Re 0 
的 
或 
z(t) = (zi(b,za( 提 ,rn(t)) (3.8) 


此 时 , 与 代数 中 纯 量 矩阵 相 乘 等 的 相关 性 质 在 此 对 以 函数 为 元 素 的 矩阵 同样 
成 立 . 
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下 面 引 入 函数 向 量 和 函数 矩阵 的 连续 、 可 微 和 可 积 的 概念 . 

定义 3.4 ”一 个 函数 矩阵 或 者 一 个 函数 向 量 在 区 间 a < t < b 上 称 为 连续 的 ， 
如 果 它 的 每 一 个 元 素 都 是 区 间 a < t < b 上 的 连续 函数 . 

定义 3.5 ”函数 矩阵 A(t) 或 函数 向 量 z(t) 在 区 间 a < t < b 上 称 为 可 微 的 ， 
如 果 它 的 每 一 个 元 素 都 是 区 间 a < t < b 上 可 微 的 函数 . 它们 的 导数 分 别 由 下 式 给 


Q(t) ma on 人 zi(t) 
A = 9 人 oe 的 ,= 5 
Q(t) analt) :ann(t) (人 


定义 3.6 ”函数 矩阵 A(t) 或 函数 向 量 z(t) 在 区 间 a < t < b 上 称 为 是 可 积 
的 , 如 果 它 的 每 一 个 元 素 都 是 区 间 a < + < b 上 可 积 的 函数 . 它们 的 积分 分 别 由 下 


式 给 出 : 
, , , 
ou 人 otat dt 


f tda be … RE 


dt dt 四 


人 “adt 
ou 四 [=a 


六 zn(t)dt 
易 证 , 如 果 n x n 维和 矩阵 A(t), B(t) 及 n 维 向 量 z(t), y(t) 在 区 间 a< t<b 
上 是 可 微 或 者 可 积 的 , 那么 下 列 等 式 是 成 立 的 : 
(D [A(W+ BO = A(O) + B'(), 及 [AdO+ Bldt = 


[ Alt)dt = 


Adat+ [Bla 


名人 二 wb = 2() + ye), EE [z+ ylat= | zat+ / dt 
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(2) [A() . B(O] = A'()- BO) + A() BC 


f LA - BOdt = faa 了 B(t)dt; 


, 4 » 
(3) [A(O)z(O)] = Ab)ztb + A OE), / [Abz(bjdt = / Abdt [ z(t)dt. 
定义 3.7 ”对 于 nxnm 维 矩阵 4 = (aij)nxn 及 nn 维 列 向 量 z = (zl za ,zn)T 

分 别 定义 它们 的 范 数 为 

Il= losl，lzl= 和 lz. (3.9) 
oo i 
设 4, B 是 nxn 维 矩阵 , z 和 3 是 n 维 列 向 量 , 则 由 (3.9) 所 定义 的 范 数 有 
如 下 性 质 ; 

(1) 正定 性 . 

lzl >20, lzl=0%2=0, 

IAl>0, lAl=0%A=0. 
(2) 齐 次 性 . 对 任意 常数 a, 有 

llazll = lalllzll, llaAll = IalllAll. 
(3) 三 角 不 等 式 . 
lz+yll < llzl+ llyl, lA+BI < IAIN+IBI 
(4) 
ll4zl < 14llzll，14BI1< 14INLBI 

由 式 (3.9) 所 定义 的 范 数 给 出 了 函数 矩阵 和 函数 向 量 空 间 的 距离 , 由 此 可 以 引 

入 向 量 序列 和 矩阵 序列 的 收敛 概念 . 
定义 3.8 。 向量 序列 {zk} ,zx = (zlkyzak''… ,znk)T 称 为 收 钱 的 , 如 果 对 于 

每 一 个 i(i = 1,2,… ,nn), 数列 {zt} 都 是 收敛 的 . 
定义 3.9 ”函数 向 量 序列 {z(t)} ,zk(t) = (zik(),z24(t),… ,znk(b))T 称 为 在 

区 间 a < t < b 上 收敛 的 (一 数 收 敛 的 ), 如 果 对 于 每 一 个 i(i = 1,2,… ,n), 函数 序 

列 {zw(t)} 在 区 间 a<t<b 上 都 是 收敛 的 (一 致 收敛 的 ). 
定义 3.10 ”函数 向 量 级 数 》' zx(t) 称 为 在 区 间 a < t < b 上 是 收敛 的 (一 至 


收 全 的 ), 如 果 由 其 部 分 和 所 作成 的 划 数 向 量 序列 在 区 间 a < t < 5 上 是 收 全 的 (一 
致 收 人 的 ) 
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在 数学 分 析 中 函数 项 级 数 一 致 收敛 性 的 维尔 斯 特 拉 斯 (Weierstrass) 判别 法 对 
于 现在 的 函数 向 量 级 数 也 成 立 , 即 如 果 


lzx(O < Me, agt<b, 
而 级 数 六 Mi 是 收 第 的 , 则 zx(t) 在 区 间 a < t< 5 上 是 一 致 收敛 的 . 
k=1 k=1 


在 积分 号 下 取 极限 的 定理 对 于 函数 向 量 也 成 立 ， 即 如 果 连 续 函 数 向 量 序列 
{zx(b} 在 区 间 a < t < b 上 是 一 致 收 全 的 , 则 有 


ma ou- lim ze (Odt. 

以 上 所 给 出 的 是 关于 函数 向 量 序列 的 有 关 定义 和 结果 . 对 于 一 般 的 矩阵 序列 ， 
可 以 得 到 类 似 的 定义 和 结果 . 

设 nx n 维 矩 阵 序列 {At}, 其 中 Ahk = (ato)wxw 称 (Ak} 为 收敛 的 , 如 果 对 
于 一 切 i = 站 2 sn, 数列 {og } 都 是 收敛 的 . 

无 家 矩 阵 级 数 半 A4 称 为 收敛 的 ,如 果 由 其 部 分 和 所 作成 的 序列 是 收 伍 的 . 

全 

如 果 对 于 每 一 个 正 整数 上 |14x| < Mi 而 级 数 半 Mk 是 收 人 的 , 则 立 Ak 也 
是 收 全 的. Se 

同样 可 以 给 出 无 疮 数 和 拓 阵 级 数 六 At(tt) 的 一 致 收 全 性 的 定义 和 有 关 结 论 ， 

现在 , 考察 形 如 A 


11 = an(t)r + orlt)z2 + + am(t)zn + f(t), 


za = aai(t)zt + a2(t)z2 十 … 十 an 人 tjzn + f2(t), (10) 


Tn 一 anal(t)zl + ana(t)z2 + + ann(t)zn + fn(t) 
的 一 阶 线性 微分 方程 组 , 其 中 asy(#)(i,j = 1,2,… ,n) 和 AD = 1,2,… ,n) 都 是 
在 区 间 a < t < b 上 连续 的 . 
引入 记号 
Alt) = (ai()nxn, z(t) = (x1(8), x2(),** ,zn(t))T, 
F(t) = (Fi(8), fa fn) 
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则 方程 组 (3.10) 可 以 简写 成 下 面 的 形式 : 
z= A(t)z + f(0). (3.11) 
如 果 方 程 组 (3.11) 的 初始 条 件 是 
Ti(to) = zor, za(to) = oz， … ， Tn(to) = Ton, 
记 zo = (zol zo2,… ,zon)T, 则 上 述 初始 条 件 可 以 简写 为 
Z(to) = zo. (3.12) 
例 3.1 验证 
ab 
分 别 是 一 阶 微分 方程 组 


在 -co <t < +co 上 满足 初始 条 件 


“0-| 5]. -| 
[35]: [2 


且 e 和 es 在 -co <t< +co 连续 可 导 ， 
dle 21][« 全 
#215] 


nea [|_| se [2 1 
“wo-#[e]- [se] :ee 


所 以 , ult) 和 v(t) 是 在 -oo <t< +oc 上 给 定 方程 组 满足 初始 条 件 


< 


的 解 . 
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3.2 ”线性 微分 方程 组 的 一 般 理 论 


3.2.1 存在 唯一 性 定理 

首先 讨论 线性 微分 方程 组 解 的 存在 唯一 性 

定理 3.1( 存 在 唯一 性 定理 ) ”如 果 n x n 维 矩阵 A(t) 和 n 维 列 向 量 f(t) 都 
在 区 间 a < t < b 上 是 连续 的 , 则 对 于 任意 to e [a,, 线性 微分 方程 组 的 初 值 问题 


{ z= Alz + (0), 


ao) = zo. 6 


在 区 间 a < t < b 上 存在 唯一 解 = = z(t). 

定理 的 证 明 类 似 于 一 阶 微分 方程 解 的 存在 唯一 性 定理 的 证 明 , 是 用 皮卡 (Pi- 
card) 逐步 通 近 法 分 五 个 步骤 进行 . 

证 明 (1) 设 z(t) 是 线性 微分 方程 组 初 值 问题 (3.13) 的 定义 在 区 间 a < t < b 
上 的 解 , 则 z(t) 是 积分 方程 


z(t) = zo 十 [4(s)z(s) + f(s)lds, agt<b (3.14) 
to 


定义 于 a < t < b 上 的 连续 解 . 
(2) 取 z(to) = zo, 构造 皮卡 (Picard) 逐步 逼近 函数 向 最 序列 如 下 : 


mo(b) = zo, 
mal) = zo+ {Aled + Ts 12 


利用 数学 归纳 法 可 知 , 对 一 切 上 由 此 所 构造 得 到 的 皮卡 选 代 序列 {zx(t)} 在 区 间 
a < t <b 上 都 是 连续 的 

(3) 和 迭代 序列 {zx(t)} 在 区 间 a < t < b 上 一 致 连续 . 

考虑 函数 向 量 级 数 


Zo) + Des) -zld), a stb, (3.16) 


所 


由 于 级 数 (3.16) 的 部 分 和 为 


上 
zo) + D(zs(0) — 2i-1()] = zx(). 


2 
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因此 , 要 证 明 序列 {zx(t)} 在 区 间 a < t < b 上 一 致 连续 , 只 需 证 明 级 数 (3.16) 在 区 
间 a < t < 上 一 致 收敛 即 可 . 注意 到 A(t) 和 f(t) 都 在 闭 区 间 [a,4] 上 连续 , 所 以 
14(0 和 If() 在 [a, 可 上 都 有 界 , 即 存在 正 数 工 和 K 使 得 


lA < LI, ONSK, at 和 站 


取 M = 工 lzoll + K, 下 面 证 明 序 列 {zx(t)} 在 区 间 to < t < b 上 一 致 收敛, 在 
区 间 a < t < to 上 的 一 致 收敛 性 可 以 类 似 证 明 . 为 此 给 出 如 下 估计 , 由 (3.16) 可 得 


le(t) — zo(W < 人 1 4(s)=o(s) + 7(s)llds 


< 人 [leoll + Klas 


= M(t —to) 


ta) = < {Aleit ~ ot 


+ 
< [rms -tas 


= 
利用 数学 归纳 法 , 可 以 证 明 
le 的 一 iis 2 人 -to (5.17) 
由 此 可 知 , 当 to < t+ < b 时 ， 
lox() = zea(ON < YE (6 0). (318) 


注意 到 (518) 的 右 如 是 正 项 级 数 区 全- to)* 的 一 般 项 , 由 函数 向 量 级 数 的 
魏 尔 斯 特 拉 斯 判别 法 , 级 数 (3.18) 在 名 < t < 上 一 致 收敛 , 因而 函数 向 量 序列 
{zx(b)} 也 在 to < t < 5 上 一 致 收敛 . 
设 
lim, zx() = 
因为 z(t) 是 zx(t) 的 一 致 收敛 极限 函数 , 所 以 , z(t) 也 在 区 间 a < t < b 上 连续 
(4) z(t) 是 积分 方程 (3.14) 定义 在 区 间 a < t < b 上 的 连续 解 . 
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事实 上 , 由 {zx(t)} 在 区 间 a < t < 5 上 一 致 收敛 于 z(t), 以 及 A(t) 在 区 间 
[o, 避 上 的 连续 性 , 可 知 序列 {4(sjzx(s)} 在 区 间 a < s 和》 上 一 致 收敛 于 4(s)z(s). 
对 于 前 面 构造 的 皮卡 序列 (3.15) 两 边 取 极限 , 得 到 


im, ze 一 zo+ lim, 下 [Als)zx-1(s) + f(s)lds 
一 Zo 十 人 到 4(s)zk-l(s) 十 7 ds, 


即 有 , 

Z(t) = zo 十 人 [4(s)z(s) + f(s)Jds. 
这 就 是 说 , z(t) 是 积分 方程 (3.14) 定义 在 区 间 a < t < b 上 的 连续 解 , 同时 也 是 初 
值 问题 (3.13) 在 区 间 a < t < 上 的 连续 解 . 


(5) 解 的 唯一 性 . 设 y(t) 是 积分 方程 (3.14) 定义 在 区 间 a < t < 上 的 另 一 个 
解 , 则 


的 -ma+ 人 Lava+yGllas 
如 同 (3) 中 的 估计 一 样 , 可 以 得 到 下 面 的 估计 式 : 


liex(t) — yO < t— tot!, to tb, 


莅 el 
其 中 Mi 为 正 数 . 因此 在 tb<t<b 上 有 


lx(®) -vO < 说 总 宇 e- to) 
而 且 以 1 人 一 if 作为 一 般 项 的 级 数 妆 仇 故 有 
， 
一 时， 十 -二 


因而 , zk(t) 在 区 间 to < t < b 上 一 致 收敛 于 y(t). 根据 极限 的 唯一 性 , 得 到 
zt) =yt), to <t<b. 


对 于 a <t < to, 可 以 类 似 证 明 . 
附注 ”定理 3.1 的 证 明 方 法 也 称 为 构造 皮卡 序列 的 选 代 法 , 选 代 法 是 数值 计 
算 中 所 采用 的 主要 方法 之 一 . 
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对 于 线性 微分 方程 组 , 它 的 解 的 结构 非常 清楚 , 其 中 就 包含 着 一 些 很 重要 的 结 
果 . 例如 , 和 到 加 原理 、 通 解 的 表达 形式 、 特 解 的 常数 变易 公式 等 . 
对 于 一 阶 线性 微分 方程 组 的 标准 向 量 形式 
地 = 4(Dz+f(D， (3.19) 


当 f(t) 关 0 时 , (3.19) 称 为 非 齐 次 线性 微分 方程 组 ; 当 f(t) = 0 时 , 方程 组 的 形式 
为 


2 = Alt)z, (3.20) 
称 (3.20) 为 对 应 于 (3.19) 的 齐 次 线性 微分 方程 组 
3.2.2 ” 齐 次 线性 微分 方程 组 解 的 结构 
定理 3.2 ” 设 z1(t) 和 za(t) 是 齐 次 微分 方程 组 (3.20) 的 解 , 则 它们 的 线性 组 
合 azilt) + Bzz(t) 也 是 (3.20) 的 解 , 其 中 m, 有 是 任意 常数 
定理 3.2 表明 , 方程 组 (3.20) 的 任何 有 限 个 解 的 线性 组 合 仍 为 (3.20) 的 解 , 这 
些 解 的 集合 构成 一 个 线性 空间 . 若 有 (3.20) 的 n 个 解 =i(t, z2(t),… ,zn(t), 那么 ， 
在 什么 条 件 下 , 含有 n 个 任意 常数 cu, cz,…' ,cn 的 解 : 
z(t) = om(t) 十 caza 人 十 … 十 cnzn 人 t) 
是 齐 次 方程 组 (3.20) 的 通 解 昵 ? 为 此 , 引入 函数 向 量 组 z(t),z2(t),… ,zn(t) 线性 
相关 的 概念 
定义 3.11 ” 称 定义 在 区 间 a < t < b 上 的 函数 向 量 组 z(t),z2(t),… ,mn(t) 
是 线性 相关 的 , 如 果 存在 不 全 为 零 的 常数 cl, cx,… ,cn, 使 得 恒等式 
clzi(t) 十 caza(t) 十 … 十 cnzn(t)=0，a<t<b (3.21) 


成 立 ; 否则 , 称 z1(t),z2(t),… ,zn(t) 是 线性 无 关 的 ， 齐 次 线性 微分 方程 组 (3.20) 
在 区 间 a < t < b 上 的 n 个 线性 无 关 的 解 称 为 一 个 基本 解 组 . 


线性 相关 有 两 种 特殊 情况 : 
(1) 如 果 两 个 函数 向 量 = 与 za 的 对 应 分 量 成 比例 , 即 有 等 式 
Zu) _ za -一 zl _ 
Evo 训 国 一 到 一。 ( 烘 中 c 与 无关)，a <t<%b 


则 它们 在 区 间 a, 可 上 线性 相关 . 


0 
(2) 如 果 向 量 组 zi(t),zz(t)…- ,zn(t) 中 有 一 零 向 量 ri(t) = : | =0 (ag 
0 


t < b), 则 该 向 量 组 在 fa,5] 上 线性 相关 
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例如 , 对 于 任意 正 整数 k, 下 面 的 + 1 个 函数 向 量 (n 维 列 向 量 ): 


et te-t te-t the-t 
0 0 0 i . 0 
o o o 
在 任何 区 间 上 都 是 线性 无 关 的 .而 函数 向 量 
cos2t 一 1 sin2t 
0 0 
o o 
在 任何 区 间 上 都 是 线性 相关 的 
设 有 ， 个 定义 在 区 间 a < t < 5 上 的 函数 向 量 
at aa 人 aa 
adal 0 |, sos) ， 二 的 = 关公 下 
am 的 0 nn!) 
由 这 n 个 函数 向 量 构成 的 行列 式 
aa zm) mn 人 


Wa et) sO WO = OO m0 


Tnilt) Znalt) «+ Znn(t) 


称 为 这 些 函数 向 量 的 朗 斯 基 行 列 式 . 
定理 3.3 ” 齐 次 微分 方程 组 (3.20) 在 区 间 a < t < b 上 的 n 个 解 zi(t)， 
2(t),… ,zn(t), 在 区 间 a < t < 5b 上 线性 相关 (线性 无 关 ), 则 它们 的 朗 斯 基 行 
列 式 满足 
W(t)=0, Viela,d, (W(t) #0,vte [fo 可 
定理 3.4( 通 解 的 结构 定理 ) ” 齐 次 微分 方程 组 (3.20) 在 区 间 a < t < b 上 一 定 
存在 n 个 线性 无 关 的 解 z1(t),z2(t),… ,zn(t). 而 (3.20) 的 通 解 可 以 表示 为 


Z(t) = cz1(t) + e272(t) + + cnznlt), (3.22) 
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其 中 cuea,… ,cn 是 nn 个 独立 的 常数 . 


推论 3.1 齐 次 微分 方程 组 (3.20) 的 线性 无 关 解 的 最 大 个 数 为 n 
例如 ,在 例 31 中 | | a [ 晴 1 m2 | 各 | ] 是 线性 方程 组 
21 -et 22 3est 
坚 -= =271+72, 
尝 =am+t 
在 区 间 (-oo, +eo) LE 由 mo)=| 机 | -生机 组 性 无关 


的 , 因此 z() = [ 2 ] +a [ | 是 线性 方程 组 的 通 解 . 


例 3.2 ” 求 一 阶 常 微分 方程 组 


dz 
| ri (8.23) 
dzz 
如 =3m +4zz 
满足 初始 条 件 
zi(0) = zol = 1， zz(0) = zo = 一 1 (3.24) 
的 解 


解 ” 由 上 面 的 讨论 知 
Z1 = Cre! + cze5t， 
Z2 = 一 clet + 3cze5t 
是 方程 组 (3.23) 的 通 解 . 将 (3.24) 代入 上 面 的 方程 组 , 得 


ct+e=1, 
a+ 3c =— 


解 之 得 cl = lcz = 0. 因此 


并 一 er 
z2= 一 = 
是 该 初 值 问题 的 解 . 
下 面 的 定理 给 出 了 解 与 系 数 的 种 关 系 
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定理 3.5 ”如 果 z1(t),z2(t),… ,zn(t) 是 齐 次 线性 方程 组 (3.20) 的 个 解 , 则 
这 mn 个 解 的 朗 斯 基 行列 式 与 方程 组 (3.20) 的 系数 有 如 下 关系 式 : 


WO) = Wto)els utemt) +t-tenn (Mr, Ga 


这 个 关系 式 称 为 记 维 尔 公式 . 在 代数 中 , 党 把 》、 ax 称 为 方 阵 A 的 迹 ， 记 为 trA. 
于 是 , 刘 维 尔 公式 (3.25) 也 可 表示 为 
W(t) = W(to)ele “Aar, (3.26) 


如 果 一 个 n x n 维 矩阵 的 每 一 列 都 是 线性 微分 方程 组 (3.20) 的 解 , 则 称 这 个 
和 矩阵 为 (3.20) 的 解答 阵 ， 若 解 矩 阵 的 列 在 区 间 a < + < 5b 上 线性 无 关 , 则 称 它 为 
a < t < b 上 (3.20) 的 基 解 答 阵 、 用 (t) 表示 由 (3.20) 的 n 个 线性 无 关 的 解 
gp1(t), pa(t),… ,pn(t) 作为 列 构成 的 基 解 矩阵 , 由 定理 3.3 和 定理 3.4 即 可 得 如 下 
推论 


推论 3.2 ” 设 齐 次 线性 微分 方程 组 (3.20) 在 区 间 a < t < b 上 的 基 解 矩 阵 为 
末 (t), 则 (3.20) 的 任意 一 个 解 w(t) 可 表示 为 


w(t) = $(t)e, (3.27) 


其 中 c 为 n 维 常数 列 向 量 . 
推论 3.3 ”线性 方程 组 (3.20) 的 一 个 解答 阵 末 (t) 是 基 解 矩阵 的 充 要 条 件 是 它 
的 行列 式 det 名 (t) 关 0(a < t < 外. 而且, 如果 对 于 某 一 个 to € [a,b], det 更 (to) 天 0， 
则 
det $(t) #0, agt<b. 


例 3.3 验证 
et 0 
se [ 0 er ] 
是 方程 组 
= ]。 (3.28) 
1 -1 


的 基 解 矩阵 , 其 中 z = (z1, z2)". 
解 ”首先 验证 B(t) 是 (3.28) 的 解 矩 阵 . 令 Pi(tb) 表示 名 (t) 的 第 一 列 , 由 于 


“(0 3- So 
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即 pr(t) 是 (3.28) 的 一 个 解 . 同样, 令 p2(t) 表示 (t) 的 第 二 列 , 我 们 发 现 pa(t) 
也 是 (3.28) 的 一 个 解 . 因此 (t) = [pi(b,wa(b] 是 解 矩 阵 , 且 有 det $(t) = 1 天 0， 
所 以 更 (是 线性 方程 组 (3.28) 的 基 解 矩阵 - 
3.2.3 ” 非 齐 次 线性 微分 方程 组 解 的 结构 

非 齐 次 线性 微分 方程 组 (3.19) 解 的 结构 问题 与 一 阶 或 高 阶 线性 微分 方程 所 对 
应 的 问题 相 类 似 . 容易 验证 , 非 齐 次 线性 微分 方程 组 (3.19) 的 解 具有 如 下 性 质 . 

性 质 3.1 ”如 果 g(t) 是 (3.19) 的 解 , (ti) 是 (3.19) 对 应 的 齐 次 线性 方程 组 
(3.20) 的 解 , 则 p(t) + %(t) 是 (3.19) 的 解 . 

性 质 3.2 ”如 果 Pi(b 和 wa(b) 是 (3.19) 的 两 个 解 , 则 p(t) polt) 是 (3.19) 
对 应 的 齐 次 线性 方程 组 (3.20) 的 解 . 

性 质 3.3 设 了 (6)= 访 的 + 鸭 + 十 了 (tb), 且 zi 人 (0 =1,2,…,n) 是 方 
程 组 n' = A(t)z + f(t) 的 解 , 则 z = 》 zi(b) 是 方程 组 (3.19) 的 解 


et 


定理 3.6( 通 解 的 结构 定理 ) ” 设 po(t) 是 非 齐 次 微分 方程 组 (3.19) 的 某 一 个 
解 ,s(t) 是 (3.19) 对 应 的 齐 次 线性 方程 组 (3.20) 的 一 个 基 解 矩阵 , 则 非 齐 次 微分 方 
程 组 (3.19) 的 任 乱 一 个 解 p(t) 都 可 以 表示 为 


¥(t) = $(t)e+ polt), (3.29) 


其 中 c 为 确定 的 常数 列 向 量 . 
证 明 ”由 性 质 3.2 可 知 p(t) - polt) 是 (3.20) 的 解 , 再 由 推论 3.2 得 
P(t) — polt) = (lt)e, 
其 中 c 是 确定 的 常数 列 向 量 , 由 此 即 得 
Y(t) = $(t)e + polt). 
这 个 定理 说 明 , 要 求 非 齐 次 微分 方程 组 (3.19) 的 任意 解 , 只 需要 知道 (3.19) 的 
一 个 解 及 其 对 应 的 齐 次 微分 方程 组 (3.20) 的 基 解 答 阵 即 可 . 在 第 1 章 中 介绍 一 阶 
非 齐 次 线性 微分 方程 的 求解 问题 中 已 经 给 出 了 常数 变易 法 , 这 个 方法 对 于 非 齐 次 微 
分 方程 组 (3.19) 的 求解 同样 适用 . 下 面 介 绍 在 已 知 齐 次 微分 方程 组 (3.20) 的 基 解 
矩阵 更 (t) 条 件 下 , 求解 非 齐 次 微分 方程 组 (3.19) 的 常数 变易 法 . 
由 齐 次 微分 方程 组 解 的 结构 讨论 我 们 知道 , 如 果 c 是 常数 列 向 量 , 那么 p(t) = 
甸 (t)c 是 齐 次 微分 方程 组 (3.20) 的 解 , 但 不 是 (3.19) 的 解 . 因此 我 们 将 c 变易 为 关 
于 上 + 的 待定 的 函数 向 量 , 试图 寻求 (3.19) 的 形 如 


wb) = s(t)e(t) (3.30) 
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的 解 . 
假设 非 齐 次 方程 组 (3.19) 有 形 如 p(t) = 重 (t)c(t) 的 解 , 将 (3.30) 代入 (3.19) 
得 
B/(t)c(t) 十 更 (bc 人 = Alt) Blt)e(t) + F(t), 


因为 更 (tb) 是 (3.20) 的 基 解 矩阵 , 所 以 '(t) = A(t) 更 (t), 因此 , 上 式 可 化 为 
s(t)e(t) = f(t). (3.31) 


由 于 在 区 间 a < t< 上 (t) 非 奇 异 , 所 以 多 "(t) 存在 . 用 更 (tb) 左 乘 (3.31) 的 
两 边 , 然后 关于 上 从 to 到 + 积分 , 并 取 c(to) = 0, 得 


4 
«0-/ -1(s)f(s)ds, to,t € [a,b). 
四 
这 样 , (3.30) 变 为 
Plt) 一 eof 1(s)f(s)ds, to,t [ct] (3.32) 


因此 , 如 果 非 齐 次 方程 组 (3.19) 有 形 如 (3.30) 的 解 p(t), 则 p(t) 满足 (3.32). 
反之 , 由 公式 (3.32) 决定 的 函数 向 量 p(t) 必定 是 非 齐 次 方程 组 (3.19) 的 解 ， 
定理 3.7 ”如 果 末 (t) 是 齐 次 方程 组 (3.20) 的 基 解 矩 阵 , 则 函数 向 量 


oO = #0) | (f(as 
是 (3.19) 的 解 , 且 满足 初始 条 件 pto) = 0; 其 通 解 为 
z(t) = 要 (tjc 十 更 (t) 


其 中 e 为 任意 的 常数 列 向 量 . 
由 定理 3.6 和 定理 3.7 我 们 很 容易 看 出 , 非 齐 次 方程 组 (3.19) 的 满足 初始 条 件 
Y(to) = 的 解 p(t) 可 由 下 面 的 公式 给 出 ( 称 为 常数 变易 公式 ): 


P(t) = B(t)B (to)n+ sof $$ (s)f(s)ds. (3.33) 


例 3.4 求 非 齐 次 线性 方程 组 


的 通 解 . 
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et 0 
-| 


是 对 应 的 齐 次 方程 组 的 基 解 矩阵 , 再 求 和 (t) 的 闻 矩 阵 得 
| 
本 o-[ 中 
由 公式 (3.32) 得 方程 组 满足 初始 条 件 p(0) = | 9 | 的 解 为 
«0 Loe 0 1 
wor] 
_[e olfel]_fe ofi 
“lo elo oet|lo 
A 
-5 
因此 , 给 定 的 非 齐 次 方程 组 的 通 解 为 


Ta]1_ 人 |] _ [aetter -et 
«0 [5]-e0e [7 [te] 

第 2 章 已 讨论 了 带 有 初 值 条 件 的 n 阶 线性 微分 方程 的 初 值 问题 . 现在 进一步 
指出 , 可 以 通过 下 面 的 方法 , 将 n 阶 线性 微分 方程 的 初 值 问题 化 为 形 如 (3.19) 的 线 
性 微分 方程 组 的 初 值 问题 . 


解 ” 由 例 3.3 知 


nn 阶 线性 微分 方程 的 初 值 问题 
Zn) + aa(bzon 十 aa(bzon -2 十 … 十 an-i(tz' + an(t)z = f(t), (3.34) 
ztto) =m, H(to) =m, 7 zt) = mm, . 


其 中 a1(),a2(t),… ,an(t),f(#) 是 区 间 a < t < 5 上 的 已 知 连续 函数 , to € [oa 四， 
W110,"… ,Tin 是 已 知 常数 . 令 zi = fz2 = ，… ,In = ztn-0, 则 (3.34) 可 以 化 为 
下 列 线 性 微分 方程 组 的 初 值 问题 : 


| eh 


(3.35) 


3.2 ”线性 微分 方程 组 的 一 般 理论 93. 


其 中 

0 1 0 0 0 
0 0 1 0 0 
4=| : : : : |, 80=| 0 
0 0 0 bE : 
一 an(b ~an-i(t) ~an-alt) 一 aa 人 TO 

Tl 下 mn 

Ta 站 下 mn 

z=| .|, =|. = 
zn zn mh 


可 以 证 明 ( 见 文献 ( 王 高 雄 等 , 2006)) 初 值 问题 (3.34) 和 (3.35) 在 下 述 意义 下 
是 等 价 的 : 给 定 其 中 一 个 初 值 问题 的 解 , 可 以 构造 出 另 一 个 初 值 问题 的 解 , 因此 关 
于 方程 组 的 结果 与 高 阶 方程 是 一 致 的 . 例如 , 解 的 唯一 性 和 解 的 结构 等 . 

附注 ”每 一 个 n 阶 线性 微分 方程 初 值 问题 都 可 化 为 n 个 一 阶 线性 微分 方程 
构成 的 方程 组 初 值 问 题 , 但 反之 不 成 立 。 

例如 , 方程 组 


就 不 能 化 为 一 个 二 阶 微分 方程. 


例 .3.5 ”将 初 值 问题 
2 十 2z" — 8z +9r=t, 
z(0) = 1，z(0) =0，z(0)=1 
化 为 矩阵 表示 的 线性 方程 组 的 形式 . 


解 令 z(t)=z,z2( 和 == z3= 芍 =z， 则 有 
ZI=2" = 27 +8r — 9r+t= —273+ 8r2 — 971+t, 


因此 , 例 中 所 给 定 的 初 值 问题 等 价 于 


2zs 十 8za — 971 + 
za(0) = 1， za(0) = 0， za(0) = 1 
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0 1 0 0 

0 0 1|zb+|o|， 

-9 8 -2 t 
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本 节 主 要 介绍 两 种 解 线性 微分 方程 组 的 方法 : 消 元 法 和 首次 积分 法 
3.3.1 消 元 法 


这 种 求解 方法 的 思想 来 源 于 解 线性 代数 方程 组 的 Gauss 消 元 法 . 现在 考虑 如 
下 一 阶 微分 方程 组 : 


改写 为 矩阵 形式 , 得 到 非 齐 次 线性 方程 组 


z(t) = A(t)z(t) + f(t) = 


1 
满足 的 初始 条 件 为 =(0) = 0 | 
1 


本 = 名 人 zz 


先 将 每 一 个 方程 中 的 未 知 函 数 z1,z2,… ,zn 只 保留 一 个 , 消去 其 他 未 知 函数 , 就 得 
到 关于 一 个 未 知 函数 的 n 阶 方程 , 求 出 这 个 未 知 函 数 , 最 后 由 其 他 方程 再 求 出 其 他 
未 知 函数 . 

下 面 通过 例子 说 明 . 

例 3.6 ”求解 下 列 线性 微分 方程 组 : 


解 保留 z1, 消去 z2, 得 


nn. (3.36) 
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由 方程 组 的 第 一 个 方程 解 出 z2, 得 
m= + (3.37) 
对 式 (3.37) 关于 t 求 导 , 得 
+ (3.38) 
由 式 (3.36) 和 式 (3.38) 可 得 
dzz 


dr1 
MD 


这 是 一 个 二 阶 常 系数 齐 次 方程 , 它 的 通 解 为 


ZT1= Ce 十 cze (3.39) 
式 (3.39) 代入 式 (3.37) 得 
Z2 = —2c1eY + 2c2e™t. (3.40) 
所 以 , 所 给 线性 方程 组 的 通 解 为 
{ Zi = cleat + ce™t, 
aa = 一 2ctest + 2c2e-t 


附注 ”在 求解 以 上 例题 时 , 将 式 (3.39) 代入 式 (3.37) 经 过 求 导 而 不 是 经 过 求 
积分 得 z2, 如 果 把 式 (3.39) 代入 原 方程 组 中 的 第 二 个 方程 , 便 得 到 
dzz 


=72 一 4ctea — dcze 
te ~ hcze 


解 这 个 一 阶 线性 非 齐 次 微分 方程 , 得 
2 = 一 2cle3t 十 2cze 十 caet. (3.41) 


通过 与 式 (3.40) 比较 , 可 以 发 现 两 个 结果 不 一 致 . 而 将 式 (3.41) 和 式 (3.39) 代 
回 原 方程 组 , 当 且 仅 当 cs = 0 时 式 (3.41) 才 是 方程 组 的 解 . 在 式 (3.41) 中 出 现 的 
任意 常数 cs 是 一 个 多 余 的 常数 , 由 它 引 出 了 增 解 ( 见 文献 ( 周 义 仓 等 , 2004)). 因此 ， 
为 避免 出 现 增 解 的 情况 , 我 们 求 出 其 中 一 个 未 知 函数 后 , 要 尽量 少 用 求 积分 的 方法 
来 求解 其 他 未 知 函 数 .如 果 用 积分 方法 产生 了 较 未 知 函数 个 数 多 的 不 定 积 分 常数 
时 , 一 定 要 将 求 出 的 解 代 回 原 方程 组 进行 检验 方 能 避免 出 错 
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例 3.7 ”求解 下 列 微 分 方程 组 : 
dz 


E = 3zl 一 zz 十 Ta 
dz 

全 =2m+zm 
dzs 

= 2+ 27 


解 方程 组 中 的 第 一 个 方程 和 第 三 个 方程 消去 zz, 得 


由 方程 组 中 的 第 一 个 方程 , 得 


dz2 _ dz1 
+ 
dm dz dr2 


将 式 (3.46) 减 去 式 (3.45), 得 
4 Htm =0 
解 这 个 二 阶 常 系数 线性 微分 方程 , 得 
Zi 一 (cl + cat)e™, 
代入 到 式 (3.45) 后 积分 , 可 求 得 
T2 = (cl + cat)e? + caet, 
将 式 (3.47) 和 式 (3.48) 代入 式 (3.49), 得 


Z3 = Cae + cet 


(3.42) 


(3.43) 


(3.44) 


(3.45) 


(3.46) 


(3.47) 


(3.48) 


* (3.49) 
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于 是 
zl = (cl + cat)e™, 
za = (cl + cat)e™ + cet, 
3 cze2 + cset 

是 线性 微分 方程 组 的 解 . 

3.3.2 首次 积分 法 


在 给 出 首次 积分 法 之 前 , 先 通过 求解 几 个 例子 来 体会 首次 积分 的 含义 和 作用 . 
例 3.8 ”求解 方程 组 
二 
下 = 
解 ”将 方程 组 中 的 两 个 方程 相 加 , 得 
3 Di 
把 z+y 看 成 一 个 新 的 未 知 函数 , 则 上 式 为 关于 z +y 的 线性 方程, 求 积分 , 得 
T+Y= clet (3.50) 


其 中 ci 为 积分 常数 , (3.50) 就 是 该 方程 组 的 一 个 首次 积分 . 
再 将 方程 组 中 的 两 个 方程 相 减 ,得 到 
ME = (ey), 
两 边关 于 未 知 函数 = - y 冰 积分 , 得 
ze (3.51) 


其 中 c 为 任意 积分 常数 , (3.51) 是 方程 组 的 另 一 个 首次 积分 . 由 首次 积分 (3.50) 和 
(3.51) 可 解 出 未 知 函数 zx 和 y 为 


z= cet+eae-9， 
| y= (oe — 007). 
由 于 c1,c2 为 任意 常数 , 因此 方程 组 的 通 解 为 
z= ce 十 ce 
{ y 


一 ee: 一 ce 于 
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例 3.9 ”求解 方程 组 


各- z(2 + -1), 


1 
R=-y + 1) 


解 “方程 组 中 的 第 一 个 方程 乘 以 z, 第 二 个 方程 乘 以 y, 然后 两 式 相 加 得 
= 至 + 型- 一 (到 十 她 )(z2 + — 1), 
即 
d(z2 +y) = -22 +y (T+ Ddt, 
phn 关于 变量 t 的 未 知 函数 z? + 内 是 可 以 分 离 的 , 因此 易 得 其 积 


£2 + 
Tt 

其 中 ci 为 任意 积分 常数 式 (3.52) 是 所 给 方 理 组 的 一 个 首次 积分 ， 
再 将 方程 组 中 的 第 一 个 方程 乘 以 r, 第 二 个 方程 条 以 y, 然后 两 式 相 减 ,得 


sy (+ 
HE -y=-( +), 


et = 人 0, (3.52) 


由 此 得 到 另 一 个 首次 积分 


arctanY +t= 0 (3.53) 


其 中 cz 为 积分 常数 . 利用 首次 积分 (3.52) 和 (3.53), 可 以 确定 出 方程 组 的 通 解 , 为 
此 , 引入 极 学 标 z = rcosb,y = rsinb, 由 (3.52) 和 (3.55), 可 得 
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从 上 面 的 两 个 例子 可 以 看 出 , 求解 微分 方程 组 就 是 寻求 它 的 首次 积分 , 利用 首 
次 积分 就 可 以 消去 某 些 未 知 函数 , 从 而 减少 微分 方程 组 中 方程 的 个 数 .下面 引出 相 
应 的 概念 和 有 关 的 结论 . 

定义 3.12 ”考虑 微分 方程 组 


译 = hn) 


= fb rn), (8.54) 


bn), 


其 中 z= zi()(i = 1,2,… ,n), 右 端 函 数 f(t,z1,… ,zn)(+ = 1,2,… ,n) 在 某 个 区 
域 GC R"+t! 内 对 t,z1,… ,zn 是 连续 的 , 且 对 zi,… ,zn 是 连续 可 微 的 . 如 果 


ds 和 (zz2， ,Tn) =0, (3.55) 


其 中 zi = zi(t)(i = 1,2,… ,n) 是 方程 组 (3.54) 的 解 . 将 z= zi(bG = 1,2,.… ,n) 
代入 函数 更 (t, zi, za,…… ,zn) 时 , 此 函数 恒 等 于 一 个 常数 , 这 个 函数 就 称 为 方程 组 
(3.54) 的 一 个 前 次 积分 . 如 果 有 k 个 相互 独立 的 首次 积分 


(bz1 2, ,Tn) = cl 


(tT1, 2 ,Tn) = 02, 
(3.56) 


Bh(t, T1172 7 ,Tn) = ch， 大 入 mi 
则 由 (3.56) 知 ,大 个 未 知 函数 可 以 用 其 余 的 函数 表示 . 将 它们 分 别 代入 方程 组 (3.54)， 
我 们 得 到 关于 具有 最 少 未 知 函 数 的 方程 组 的 求 积 分 问题 . 特别 地 , 如 果 上 = mn%, 则 
所 有 的 未 知 函 数 可 以 由 首次 积分 方程 组 (3.56) 确定 . 首次 积分 的 相互 独立 性 通过 
Jacobi 行列 式 
(3.57) 


给 予 验证 , 其 中 zji,zj2,…… ,zik 是 所 有 未 知 函 数 中 的 任意 k 个 函数 . 
下 面 给 出 首次 积分 的 有 关 结 论 , 证 明 详 见 文献 ( 丁 同仁 等 , 1985). 


定理 3.8 。” 设 函数 (t,x1,z2,… ,zn) 在 区 域 G 内 是 连续 可 微 的 , 而 它 又 不 
是 常数 , 则 


更 (ti zl,z2， ,Tn) = 
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是 微分 方程 组 在 区 域 G 内 的 首次 积分 的 充分 必要 条 件 为 
如 + 儒 A+ 代 +…+ 症 有 -0 
这 个 定理 给 出 了 判别 函数 (t,x1,z2,… ,zn) 是 否 为 微分 方程 组 在 区 域 G 内 
的 首次 积分 的 有 效 方法 - 
定理 3.9 ”如 果 已 知 方程 组 (3.54) 的 一 个 首次 积分 , 那么 可 以 把 方程 组 (3.54) 
的 求解 问题 简化 为 求解 含 n 一 ! 个 方程 的 方程 组 . 
定理 3.10 ”如 果 方 程 组 (3.54) 有 n 个 相互 独立 的 首次 积分 , 则 可 由 这 n 个 首 
次 积分 得 到 方程 组 (3.54) 的 通 解 . 
有 时 , 利用 方程 组 (3.54) 的 对 称 书写 形式 , 可 以 简化 方程 组 为 求解 
dz 本 dr 
Pilb zh Ta En) alt Tl za, 
dz 
pn(b Tl 
其 中 ps = pofii= 12,… ,nn 
例 3.10 ”求解 微分 方程 组 


= Ea 
polt, Th 2 Tn) 


， (3.58) 


解 ”首先 , 方程 组 可 写 为 (3.58) 的 形式 如 下 : 
和 


= tty ¢ 


从 方程 宪 = 全 中 容易 求 出 ind = injz| + nlell, 由 此 得 到 方程 组 的 第 一 个 首次 


生日 = 上 = 
其 次 , 解 方程 

dz_ dy 

tty 


和 EE_ dy 
注意 到 t= ciz, 因此 有 Ry 


dy_y 
时 =i+as 
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对 这 个 一 阶 非 齐 次 线性 微分 方程 求 积分 , 得 
Y= eaz2? + czz， 


由 此 得 到 方程 组 的 另 一 个 首次 积分 


= 
因为 
9 om| | to 
Dum) | 加 |-| 三 | -epo 
Dey “| 9 本 om | | vy 工 | 机 
az oy Bs 


所 以 , 两 个 首次 积分 是 相互 独立 的 , 且 它们 的 个 数 等 于 方程 的 个 数 , 于 是 方程 组 的 
通 解 为 


3.4” 常 系数 线性 微分 方程 组 
本 节 主要 研究 常 系数 齐 次 线性 微分 方程 组 


t 
二 一 cu 
工 

-好 
对 =02. 


z= Az, (3.59) 


的 基 解 矩阵 的 结构 , 其 中 4 = (awy)nxn 是 nxn 维 常数 矩阵 , 其 必 在 (-o0,+o0) 上 
连续 , 从 而 方程 组 (3.59) 的 解 在 区 间 (oc, +oc) 上 存在 唯一 . 本 节 中 讨论 的 解 的 存 
在 区 间 均 为 (一 co, +o0). 
3.4.1 ”矩阵 指数 函数 的 定义 和 性 质 

为 求解 常 系数 齐 次 线性 微分 方程 组 (3.59) 的 一 个 基 解 和 矩阵， 首先 需要 定义 矩 
阵 指数 exp A( 或 记 为 e4), 这 里 要 利用 到 3.1.2 小 节 中 关于 和 矩阵 的 有 关 定 义 和 结果 . 


定义 3.13 ”如 果 4 = (aij)nxn 是 n xn 维 常数 答 阵 , 定义 矩阵 指数 exp A 为 
下 面 的 矩阵 级 数 的 和 : 


Ak 2 四 
= 人 (3.60) 
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其 中 巨 为 n 阶 单位 矩阵 Am 是 矩阵 A 的 m 次 罕 . 规定 A? = 忆 , 0! = 1. 由 于 这 
个 级 数 对 所 有 的 A 都 是 收敛 的 , 故 exp A 是 一 个 确定 的 矩阵 . 特别 地 , 对 于 所 有 元 
素 都 为 0 的 零 矩 阵 0, 有 exp0 = EE. 

事实 上 , 对 一 切 正 整 数 上 有 


Ia 
及 


各 
且 对 于 任意 矩阵 A, 114 为 一 个 确定 的 实数 , 因此 数值 级 数 
ME 


lel+ lAl+ 有 


是 收敛 的 , 且 其 和 为 n 一 1+el4l. 让 3.1.2 小 节 知 , (3.60) 中 所 定义 的 矩阵 级 数 对 
于 一 切 4 都 是 绝对 收敛 的 . 
进一步 , 矩阵 指数 函数 exp(4t) 定义 为 
,Art 
exp(At) = > Se (3.61) 

bd 
它 在 t 的 任何 有 限 区 甸 上 是 一 致 收敛 的 . 事实 上 , 对 于 一 切 正 整 数 上 当 |t| < M(M 
为 正 整 数 ) 时 , 有 
At 


4 4 
kl 


划 Tk 


而 数值 级 数 本 人 全 和 | 六 是 收 辣 的 ,因此 (3.61) 是 一 致 收 全 的 


Ce 
矩阵 指数 exp A 有 下 面 的 性 质 
性 质 3.4 ”如 果 和 矩阵 4, B 是 可 交换 的 , 即 AB = BA, 则 


exp(4+ B) = exp AexpB. (3.62) 


事实 上 , 由 于 矩阵 级 数 (3.60) 是 绝对 收敛 的 , 故 由 关于 绝对 收敛 数值 级 数 运算 
的 二 项 式 定理 及 AB = BA, 可 得 


Ee -2 这- 这 引 讨 
另外 , 由 绝对 收敛 级 数 的 乘法 定理 , 可 得 


(3.63) 
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比较 式 (3.63) 和 式 (3.64), 得 (3.62) 成 立 . 
性 质 3.5 ”对 于 任何 矩阵 4, (exp A)-! 存在 , 且 


(exp A)™ = exp(—A)- (3.65) 
事实 上 , 4 与 -A 是 可 交换 的 , 由 性 质 3.4 令 电 为 -A, 得 
exp Aexp(—A) =exp(A+(-A)) =exp0 = E, 


即 (3.65) 成 立 . 
性 质 3.6 ”如 果 已 为 非 奇异 矩阵 , 则 有 


exp(P-14P) = P(exp A)P. (3.66) 


由 于 
exp(P-!AP)= E+ Ge - 
bt 


=E+P-! EE 洛 )>- Pr-i(exp A)P, 


= 


即 得 (3.66). 
定理 3.11 ”矩阵 
更 (t) = exp(At) (3.67) 


是 常 系数 齐 次 线性 微分 组 (3.59) 的 著 解 矩阵 , 且 多 (0) = EE. 
证 明 ”由 定义 可 知 和 (0) = 忆 . 由 于 在 自 变量 + 的 任意 有 限 空间 上 , 矩阵 指数 
函数 
exp(At) = 国 十 伴 + 和 A 
是 一 致 收敛 的 ， 而 且 可 以 利用 到 项 微分 法 微分 上 式 , 得 
B= [exp(AN = A+ E+ E+ 人 + 
= Aexp(At) = 二 种 


即 @(t) 是 (3.59) 的 基 解 和 矩阵 .又 因为 det( 更 (0)) = det B= 1, 所 以 B(t) 是 (3.59) 
的 基 解 矩阵 . 
由 定理 3.11, 可 利用 这 个 基 解答 阵 给 出 (3.59) 的 任意 解 Ptt) 都 具有 形式 


P(t) = exp(At)e, (3.68) 
其 中 c 为 常数 列 向 量 . 
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如 果 p(t) 是 方程 组 (3.59) 满足 初始 条 件 p(to) = zo 的 解 , 则 由 (3.68) 得 
- Zo = exp(Ato)e, 
于 是 , 常数 向 量 为 
= exp(~Ato)zo, 
将 上 式 代入 (3.68) 就 得 所 给 方程 组 (3.59) 满足 初始 条 件 p(to) = zo 的 解 : 
(0) = exp(At) exp(— Ato)zo = exp(Alt — to))zo. 
推论 3.4 。 常 系数 齐 次 微分 方程 组 (3.59) 的 通 解 为 


£ = exp(At)e, (3.69) 
其 中 c 为 任意 的 常数 列 向 量 ; 而 (3.59) 满足 初始 条 件 z(to) = zo 的 解 为 
= exp[Alt ~ to)]zo. (3.70) 


现在 进一步 讨论 如 何 计算 矩阵 指数 函数 exp( At) 的 问题 . 由 于 exp(4t) 是 一 个 
无 家 级 数 所 定义 的 指数 函数 ， 能 否 用 初等 函数 的 有 限 和 形式 来 表示 呢 ? 如 果 可 以 ， 
那么 如 何 进行 计算 ? 下 面 来 看 两 个 例子 . 


例 3.11 假设 
a 
oa 
A= 
an 
为 一 个 对 角 和 矩阵 , 则 
a of 
oa 2 3 
exp(At)= E+t . + 页 ps 
an 
ent 
mat 
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例 3.12 假设 


试 求 exp(A44). 
解 ”注意 到 矩阵 4 可 以 分 解 为 两 个 矩阵 之 和 : 


A=E+2, 


ee 


且 单位 矩阵 EE 和 罕 零 矩阵 Z 是 可 交换 的 , 即 EZ = ZE, 则 由 性 质 3.4 可 知 


其 中 


exp(At) = exp ((E + 2)t) = exp(Et)exp(2t) 


利用 例 3.11 的 结果 , 对 单位 矩阵 巨 , 可 得 
[| 
exp( Bt) = 
0 
而 对 于 守 零 矩阵 Z, 有 
o1] efoo 
emp(20 = 已 +t| 0 0 | + 五 | oft 
上 | | ,| 
一 已 + 上 = : 
0 0 0 1 


emo-|; 网 
0 e 


因此 有 


分 析 例 3.12, 我 们 是 利用 了 性 质 3.5, 将 exp( At) 表示 为 初等 函数 有 限 和 的 形 
式 . 由 线性 代数 的 知识 , 我 们 知道 , 任 一 矩阵 4 在 相似 变换 下 可 以 化 成 它 的 若 尔 当 
(Jordan) 标准 型 J 而 J 的 每 一 若 尔 当 标准 块 又 都 可 以 分 解 成 对 角 和 矩阵 和 E 和 一 
个 罕 零 矩阵 之 和 . 因此 exp(Jt) 可 以 表示 为 初等 函数 有 限 和 的 形式 . 此 外 exp(At) 
和 exp(Jt) 还 可 以 通过 性 质 3.6 联系 起 来 . 下 面 基于 以 上 方法 进行 讨论 . 
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3.4.2 ”利用 若 尔 当 标准 型 计算 基 解 矩阵 

由 定理 3.11 可 知 , 常 系数 线性 微分 方程 组 (3.59) 的 基 解 矩阵 就 是 矩阵 指数 函 
数 exp(At), 只 要 能 计算 出 exp(At) 即 可 . 现在 由 前 面 的 讨论 用 若 尔 当 标准 型 计算 
exp(At). 根据 线性 代数 的 结果 , 对 于 每 一 个 n 阶 方 阵 4, 必 存 在 n 阶 非 奇 异 矩 阵 
PP, 使 得 


A= PJP-L 
其 中 
六 
Ja 
了 = 
J 
为 若 尔 当 标准 型 , 设 若 尔 当 块 
A 1 
入 
Ji= 
1 
入 
是 ni 阶 的 (i=1,2,…,s;m 十 na 十 … 十 ns =n), 则 Ji 有 分 解 式 
Wh 0 1 
和 0 一 
Ji= + ， 
i 
入 0 


其 中 右 侧 的 第 一 个 矩阵 具有 各 的 形式 , 而 第 二 个 矩阵 就 是 宕 零 矩阵 ( 它 的 ni 次 
宕 为 零 矩 阵 ) 由 于 和 矩阵 Xi 吾 与 任何 矩阵 都 可 交换 , 因此 利用 例 3.12 的 方法 , 易 得 


0 1 


exp(Jit) =es EI E+t 
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0 0 1 
好 
了 天 1 | + 
0 
0 
0 0 1 
0 0 
Wit : 
+ tm ’ 
o 
由 此 得 到 它 的 初等 函数 的 有 限 和 形式 如 下 : 
六 1 
1 
tn-2 
(m — 2)! 
exp(Jit) = et Ee : 2 (3.71) 
1 
再 利用 例 3.11 的 方法 , 易 得 
eit 
ea 
exp(Jt) = 
Elst 
另 一 方面 , 由 性 质 3.6 可 知 
exp(At) =exp(PJtP ') = P(exp(Jt)P™. (3.72) 


公式 (3.72) 给 出 了 计算 方程 组 (3.59) 的 基 解 矩阵 exp( At) 的 一 个 方法 . 
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此 外 , 利用 PP 的 可 北 性 和 3.2.2 小 节 中 的 推论 3.2, 可 知 exp(At)P 也 是 (3.59) 
的 一 个 基 解 矩阵 , 而 由 (3.72) 得 


exp(A)P = Pexp(Jt), 


exp(A)P=P ¥ (3.73) 


其 中 exp(Jit)(i = 1,2,… ,s) 由 (3.71) 给 出 . 

对 比 利 用 (3.73) 和 (3.72) 求 微分 方程 组 (3.59) 的 基 解 矩阵 ,虽然 (3.73) 避免 
了 求解 逆 和 矩阵 且 减 少 一 次 矩阵 的 乘法 运算 , 但 是 , 求 若 尔 当 标准 型 y 的 过 流 和 矩阵 已 
的 计算 量 一 般 都 很 大 , 所 以 有 必要 再 去 寻找 较为 简便 的 计算 方法 . 
3.4.3 ”Euler 待定 指数 函数 法 

下 面 给 出 Buler 待定 指数 函数 法 求解 常 系数 齐 次 微分 方程 组 (3.59) 的 通 解 , 即 
寻求 (3.59) 

z=Ar 
的 形 如 
pli) =eMu, u#0 (3.74) 

的 解 , 其 中 常数 和 和 常数 向 量 u 是 待定 的 . 

将 (3.74) 代入 齐 次 方程 组 (3.59), 得 


MeNu = 4ehtu. 
注意 到 ex 关 0, 上 式 可 变 为 
QE- Au=0. (3.75) 
因此 , 使 得 extu 是 (3.59) 的 解 的 充分 必要 条 件 是 常数 和 和 常数 向 量 u 满足 方程 
(3.75). 因为 要 求 其 非 平凡 解 , 所 以 
det(AE — A) =0. 
为 此 , 引入 如 下 定义 . 
定义 3.14 ”假设 4 是 一 个 nxn 维 常数 矩阵 , 使 得 关于 向 量 v 的 线性 代数 


方程 组 (3.75) 
QE- Au=0 
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具有 非 平凡 解 的 常数 称 为 A 的 一 个 特征 值 . (3.75) 的 对 应 于 任 一 特征 值 ^ 的 非 
平凡 解 u 称 为 4 的 对 应 于 特征 值 \ 的 特征 向 量 . mn 次 多 项 式 


P(N) = det( 已 一 4) 
称 为 A 的 特征 多 项 式 , n 次 代数 方程 
PO) =0 (3.76) 


称 为 4 的 特征 方程 , 也 称 为 常 系数 齐 次 微分 方程 组 (3.59) 的 特征 方程. 

可 见 , 要 得 到 常 系数 齐 次 微分 方程 组 (3.59) 的 形 如 (3.74) 的 解 就 归结 为 求解 
系数 和 矩阵 A 的 特征 值 A 以 及 对 应 于 特征 值 的 特征 向 量 u. 而 4 的 特征 值 就 是 
特征 方程 (3.76) 的 根 . 因为 n 次 多 项 式 有 n 个 根 , 所 以 A 有 n 个 特征 值 , 但 这 些 
特征 值 不 一 定 互 不 相同 . 如 果 和 = Xo 是 特征 方程 的 单 根 , 则 称 Mo 是 单 特征 值 . 如 
果 入 = Xo 是 特征 方程 的 上 重 根 , 则 称 Xo 是 k 重 特征 值 . 

例 3.13 ” 试 求 矩 阵 

区 | 1 -1 ] 
-4 1 


的 特征 值 和 对 应 的 特征 向 量 . 
解 ”系数 插 阵 A 的 特征 值 就 是 特征 方程 
A-1 1 
4 入 -1 


ao- 且 -| |-”->-s-。 


的 根 . 解 之 得 Xi = 3, A2 = -1. 对 应 于 特征 值 和 = 3 的 特征 向 量 


| 总 | 
w= 

Wa 
必须 满足 线性 代数 方程 


ee-ee=[ 3] [ss]-[e]; 


于 是 wu, ua 满足 方程 组 


所 以 , 对 于 任意 常数 a #0， 
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是 对 应 于 特征 值 入 = 3 的 特征 向 量 . 同 理 , 可 以 求 得 对 应 于 X = -1 的 特征 向 量 


其 中 8 关 0 是 任意 常数 
例 3.14 ” 试 求 矩阵 
2 -1 -1 
A= 2 -1 = 
-1 1 
的 特征 值 和 特征 向 量 . 
解 ”其 特征 方程 为 
A-2 1 时 
det( 已 -4)=| -2 和 +1 2 |= 和 -3X2+3A-1=0. 
1 -1 A-2 


因此 入 = 1 是 4 的 三 重 特征 值 . 对 应 于 特征 值 和 = 1 的 特征 向 量 u 满足 方程 组 


-1 1 1 如 
QE-Au=| -2 2 2 w |=|0|, 
1 -1-1i|lu 0 
即 
-+w+w=0， 
一 2u + 2u2 + 2us = 0, 
-ua —us=0. 
于 是 , 向 量 


和 
上 
& 


是 对 应 于 特征 值 = 1 的 特征 向 量 , 其 中 a 了 0 是 任意 常数 . 
例 3.13 中 的 特征 向 量 wu 和 v 是 线性 无 关 的 , 因为 


[| 


ao 本 


|-eeza 
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所 以 向 量 w 和 vw 是 构成 二 维 欧 几 里 得 空间 (Euclidean space) 的 基 . 而 在 例 3.14 中 ， 
4 的 特征 向 量 只 构成 一 个 一 维 子 空间 . 重要 的 是 , 我 们 要 知道 , 一 个 给 定 和 矩阵 A 的 
对 应 于 各 个 特征 值 的 特征 向 量 的 集合 能 否 构成 一 个 基 . 根据 线性 代数 的 相关 定理 ， 
有 : 如 果 n x n 维 矩阵 4 具有 n 个 不 同 的 特征 值 , 那么 对 应 的 n 个 特征 向 量 就 构 


成 n 维 欧 几 里 得 空间 的 一 个 基 . 


下 面 根据 系数 和 矩阵 A 的 特征 值 的 重 数 分 两 种 情形 讨论 求 常 系数 齐 次 线性 微分 


方程 组 (3.59) 通 解 的 方法 . 
1. 系数 短 阵 A 具有 n 个 不 同 的 单 特征 值 


对 于 这 种 情形 , 由 线性 代数 的 知识 知 , 一 定 存在 一 个 非 奇 异 矩 阵 M, 使 D = 


AM-14M 为 对 角 和 矩阵 , 即 


A 
a 0 和 … 0 
D=M-'AM = 2 i 
0 0 … 和 


其 中 和 i(i = 1,2,… ,n) 是 矩阵 A 的 特征 值 . 
令 z= My, 并 代入 常 系数 齐 次 微分 方程 组 (3.59), 则 有 


y=M AMy= Dy. 


写成 方程 组 的 形式 为 


解 这 个 方程 组 得 (3.78) 的 解 为 


及 =ceNt， 用 一 caeht y=. 
因此 , 方程 组 (3.78) 的 通 解 为 
1 0 0 
at be |e At 
y=a ertto ert tt on ev 


(3.77) 


(3.78) 


(3.79) 
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此 外 , 由 (3.77) 得 
入 0 0 
0 和 0 
AM=M| .. 
0 0 … 和 
记 M = (mu)nxw, 则 有 
mu ma mn 
ma ma man 
n= ， w=| : ， un= 
mn mn2 mn 


是 矩阵 A 的 特征 值 X, Xa,… , 和 n 对 应 的 特征 向 量 , 即 
Au = Nw i= 112 ,n. 
将 (3.79) 代入 z = My, 就 得 到 常 系数 齐 次 微分 方程 组 (3.59) 的 基 解 矩阵 为 
$(t) = [ue uae, une"]. 
因此 , 方程 (3.59) 的 通 解 为 
z= $(t)c = cieNt 十 cataexat 十 -十 cntnehnt 


其 中 ec= (c1,c2，,… ,cn)T 为 任意 常数 向 量 . 
由 前 面 的 讨论 ,有 如 下 定理 . 
定理 3.12 ” 设 系数 矩阵 A 有 n 个 不 同 的 单 特征 值 入 ,A2,… ,和 n, 且 其 对 应 
的 线性 无 关 的 特征 向 量 分 别 为 wavua,… ,un, 则 齐 次 微分 方程 组 (3.59) 的 基 解 矩 
阵 为 
B(t) = fuieNt uae une"] (3.80) 
通 解 为 
= CuieNt 十 catiaexat 十 .十 cnamehnt (3.81) 
其 中 c1, cz,.… ,cn 为 任意 常数 
例 3.15 求 方程 组 


的 基 解 矩阵 和 通 解 . 
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解 ” 由 例 3.13 可 知 系数 矩阵 A 的 特征 值 为 和 =3,X2 = 一 1, 而 


[3 


是 对 应 于 入, Xz 的 两 个 线性 无 关 的 特征 向 量 , 根据 定理 3.12 可 知 , 矩阵 


就 是 一 个 基 解 矩阵 . 所 给 方程 的 通 解 为 


和 EN 
=- e+ A 
“| |] “|:] 


一 般 说 来 , 基 解 矩阵 更 (b) 不 一 定 就 是 exp( At), 因为 , 虽然 A 是 实 矩 阵 , 但 它 
有 可 能 有 ( 共 办 的 ) 复 特征 值 但 是 , 容易 看 出 , 当 A 为 实 矩 阵 时 , 矩阵 exp(4t) 是 
实 的 . 然而 , 定理 3.11 说 明 各 (t) 和 exp(At) 是 有 联系 的 . 事实 上 , 利用 定理 3.11 
可 以 推 知 , (3.59) 的 任 一 基 解 和 矩阵 多 (t) 都 具有 形式 


$(t) = exp(At)e, (3.82) 
其 中 ec 是 一 个 常数 矩阵 . 在 式 (3.82) 中 令 t=0, 有 c = 事 (0), 代入 (3.82), 得 
exp(At) = $(t)$ "(0). (3.83) 


不 过 , 由 于 在 公式 (3.83) 中 需要 计算 逆 短 阵 多 (0), 这 在 实际 的 计算 中 是 很 
不 实用 的 , 特别 是 对 于 4 的 阶 数 n 很 大 的 情况 .下面 就 介绍 另外 一 种 从 复 值 解 求 
实 值 解 的 方法 . 
如 果 系数 矩阵 A 具有 复 特征 值 时 , 这 时 方程 组 (3.59) 就 会 出 现 复 值 形式 的 解 . 
通常 是 希望 得 到 其 n 个 实 的 线性 无 关 的 解 , 可 以 通过 如 下 定理 来 实现 . 
定理 3.13 ”如 果实 系数 齐 次 方程 组 (3.59) 有 复 值 解 = = u(t) + iv(t), 则 其 实 
部 ult) 和 虚 部 v(t) 都 是 (3.59) 的 解 
‘ 证 明 ”因为 = = u(t) +iv(#) 为 方程 组 (3.59) 的 解 , 所 以 
dz _ dult) dog 
te” 
对 比 上 式 有 


= Afult) + iv(1)] = Au(t) +iAv(), 


即 ult) 和 v(t) 都 是 (3.59) 的 解 - 
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由 于 实 和 矩阵 4 的 复 特征 值 是 共 辆 成 对 出 现 的 , 即 如 果 和 a+ 塘 是 特征 值 , 则 
共 辆 复数 X = a 一 边 也 是 特征 值 , 对 应 的 特征 向 量 也 与 对 应 的 特征 向 量 共 枉 ， 
因此 方程 组 (3.59) 有 一 对 共 元 的 复 值 解 . 这 样 , 可 从 一 对 共 办 复 值 解 得 到 两 个 线性 
无 关 的 实 值 解 . 利用 这 种 方法 , 解 矩 阵 中 的 所 有 复 值 解 都 可 换 成 实 值 解 , 最 后 得 到 


nn 个 实 的 线性 无 关 特 解 . 
例 3.16 求 方程 组 
[ 3 5 ] 
地 = z 
-5 3 
的 实数 形式 的 通 解 . 
解 ” 先 解 特征 方程 
saps- 及 -| = -6A+34=0, 
和 -3 


得 系数 和 矩阵 A 的 共 簿 特征 值 和 = 3+ 5i, Xa = 3 一 5i. 特征 值 N = 3+5i 对 应 的 特 
征 向 量 uv = (wua)r 可 由 下 面 的 方程 组 求 出 : 
5ihu — 5ua = 0, 
Su + 5iua = 0. 
由 上 面 的 方程 组 得 w = -iu 取 v =i 得 w=1, 取 us=1, 得 ww =i 故 解 
矩阵 可 取 为 如 下 的 复 值 矩 阵 : 


gt) = | sara em | of om ie 
je(3+5)t el3-50)t iest er-st |， 


经 过 求解 得 Ne 


再 代入 式 (3.83), 就 得 到 实 的 基 解 矩阵 为 
pio- A 
exp(At) = B() $1(0) = ex [ er 导出 ] 3 | 的 二 | 


ent| cos5t sinst 
sinst cosst | 
因此 , 方程 组 实数 形式 的 通 解 为 
(= aa [ Si | ol 吕 = (3.84) 


cos5t 
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还 有 另 一 种 方法 , 是 利用 定理 3.13 求解, 取 wa = i, 得 ul = 1, 则 原 方程 组 有 
复 值 解 


yp) = [ ]*w”- | 本 | sn 
i i 


—sin5t+icosSt 


取 复 值 解 p(t) 的 实 部 和 点 部 , 就 得 到 原 方程 组 的 两 个 线性 无 关 解 


wal | al | 
—sin5t cos5t 


-| cos5t +isinSt ]> 


因此 , 方程 组 实数 形式 的 通 解 为 (3.84). 


例 3.17 求 方程 组 
2 -1 2 
al=|1 0 2|= 
| > IT 二 1 
的 实数 形式 的 通 解 . 
解 ” 先 求 系数 矩阵 A 的 等 征 值 , 因为 
A-2 1 -2 
det( 已 -4)=| -1 入 -2 |=Q-D)X+1)=0, 
2 -1 A+1 


所 以 , 方程 组 的 特征 值 为 N = 1, ) = i, As = -i, 对 应 于 和 = 1 的 特征 向 最 为 
an = (0,2,1), 故 有 特 解 


0 
md)=wmes= | 2 
1 


aa = (2,2,i 一 1)T 为 对 应 于 Xa = i 的 特征 向 量 . 因此 , 方程 组 有 复 值 解 


2 
vt)=wert=| 2 |e= 
i~1 


2cost 十 i2sint 
= 2cost +i2sint 


—(cost + sint) + i(cost — sint) 


四 


(cost +isint) 
i—1 
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取 复 值 解 p(t) 的 实 部 和 虚 部 , 得 原 方程 组 的 两 个 线性 无 关 解 


2cost 2sint 
2cost ， zs 人 一 2sint 
一 (cost + sint) cost 一 sint 


因此 , 所 给 方程 组 的 实数 形式 的 通 解 为 


2cost 2sint 
eto 2cost tea| 2sint 
—(cost + sint) cost 一 sint 


2. 系数 短 阵 人 具有 重 特征 值 


假设 系数 矩阵 A 有 互 不 相同 的 特征 值 和 1, 和 2,… ,入 ,, 相应 的 重 数 分 别 为 m， 
na ,n(ni+na 二 …+ns 二 n), 则 在 系数 算 阵 A 的 若 尔 当 标准 型 了 中 , 与 X 相对 
应 的 若 尔 当 块 就 可 能 不 止 一 个 , 但 是 这 些 车 尔 当 块 的 阶 数 之 和 为 ni(i = 1,2,.… , s). 
由 式 (3.73) 可 推出 , 齐 次 线性 微分 方程 组 (3.59) 的 基 解 矩阵 exp( At)P 的 所 有 列 向 
量 中 , 与 和 相关 的 ns 列 都 具有 下 列 形式 : 


za 区 一 


tm 


+ me 


= [rot + I + (3.85) 


其 中 mi = 0,1,… ,ns - 1) 为 n 维 常数 列 向 量 ， 下 面 的 引 理 给 出 确定 7)(j = 
0,1,… ,ni 一 1) 的 方法 
引 理 3.1 ” 设 X 是 系数 矩阵 4 的 ns 重 特征 值 , 则 齐 次 线性 微分 方程 组 (3.59) 
有 形 如 (3.85) 的 非 零 解 的 充 要 条 件 是 : ro 是 齐 次 线性 代数 方程 组 
(4-NE)mr=0 (3.86) 
的 一 个 非 零 解 , 且 式 (3.85) 中 的 ri r2,… ,rn,-! 由 下 面 的 关系 式 依次 确定 : 


n= (A— ANE)ro, 
=(A— NE 
r2= (A— AE)n, ten) 


mi-i = (A — NE)rn,-2. 


证 明 见 文献 ( 丁 同仁 等 , 1985)- 
现在 需要 线性 代数 中 的 如 下 结果 , 其 证 明 可 参看 一 般 的 代数 教程 . 
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命题 3.1 ” 设 拭 阵 4 的 互 不 相同 的 特征 值 为 和 ,A2,… ,X。 它们 的 重 数 分 别 
为 m,nz,… ,ns(ni 十 nz 十 … 十 ns = n); 记 n 维 常数 列 向 量 所 组 成 的 线性 空间 为 
V, 则 

(DV 的 子 集合 

Vi={reVI(A- NE"™r=0} 

是 矩阵 A 的 ni(i = 1,2,… ,s) 维 不 变 子 空间 , 并 且 

(2) V 有 直 和 分 解 

V=V@We.…@V. 


定理 3.14 ”如 果 n 阶 实 值 系数 矩阵 A 在 复数 域 中 具有 互 异 的 特征 值 入 ， 


和 a，,… ,Xe, 相应 的 重 数 分 别 为 mna,，… ,ms(na + nz 十 … 十 ns = n), 则 常 系数 齐 次 
线性 微分 方程 组 (3.59) 对 应 的 一 个 基 解 矩阵 更 (b) 为 


g(t) = [se “eMt PO); ;et PH), ,et PO 0)] ， (3.88) 


其 中 
PIG 人 = 多 + + Hr + r+ tt Di (3.89) 
为 与 ;相应 的 第 个 向 量 多 项 式 (i= 1,2,… ,8;j =12,… ni, 而 多 rt 
为 天 次 入 性 仆 天 方 和 组 (3.86) 的 m 个 线性 无 关 解 , 且 0 (i= 2 ,8 j= 
2 ,mi 上 三 1,2,… ,m 一 1) 是 将 79 代替 (3.87) 中 的 ro 而 依次 得 出 的 mk 
证 明 ”由 引 理 3.1 知 ,(3.88) 中 的 和 的 每 一 列 都 是 (3.59) 的 解 . 因此 , 只 需 
要 证 明 多 (t) 的 各 列 线性 无 关 即 可 . 由 (3.88) 和 (3.89) 不 难看 出 ， 


$00) = [r,s ri, . (3.90) 


由 命题 3.1 的 (1) 知 , 可 适当 选取 和" {7 9 }, 使 得 相应 于 同一 个 入 的 8，… ,r 避 。 
是 线性 无 关 的 ; 再 由 命题 3.1 的 (2) 可 知 ， 阵 多 (0) 中 的 各 列 构成 了 n 维 线性 空 
间 V 的 一 组 基 , 从 而 det (0) 关 0. 因此 本 (t) 是 微分 方程 组 (3.59) 的 一 个 基 解 矩 
阵 . 

此 外 , 如 果 得 到 的 更 (5) 是 复 值 形式 的 解 和 矩阵, 则 可 利用 公式 (3.83) 或 者 定理 
3.13 进行 处 理 而 得 到 实 值 基 解 矩阵 . 

例 3.18 ”求解 方程 组 
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解 。 先 求 出 系数 矩阵 A 的 特征 值 , 因为 


一 3 一 1 0 
detME-A)=| 4 A+1 0 


-4 8 A+2 
所 以 A 有 单 特征 值 和 = -2 和 二 重 特征 值 2 = 1. 


对 于 单 特征 值 Xi = -2, 可 以 计算 出 其 对 应 的 特征 向 量 为 wu = (0,0,1)”, 因此 ， 
特征 值 和 = -2 对 应 的 向 量 形式 的 解 为 


= (A+2)( 和 一 1D?， 


对 于 二 重 特征 值 2 = 1, 可 以 计算 出 


2 1 0 2 10] Tooon 
4-)xBE=| -4 -2 0 |, (4-%EY=|-4 -20|=|0 00|, 
4 -8 -3 28 44 9 


4 -8 -3 
因此 (XE 4)?r = 0 有 两 个 线性 无 关 解 


1 
-7 
0 

分 别 代入 公式 (3.87), 注意 到 nz = 2, 得 


2 1 0 11 15 

-4 -2 0 -7 | = | -30 

4 -8 -3 0 100 
-6 


-NN 
-4 -2 0 
4 -8 -3 20 0 


将 以 上 结果 代入 (3.88), 并 注意 到 和 = -2 为 单 特征 值 , 于 是 得 到 方程 组 的 一 个 基 
解 矩阵 


rio 一 


rn 一 


al 一 


0 (+150et 3et 
0 (~7—30t)e: ~6et 
2 一 100tet 20et 


更 (上 ) = 
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, 所 求 方程 组 的 通 解 为 


0 
ec et, 


1 100t 20 


11+15t 3 
—7—30t | e+cs| -6 


其 中 cu ez,cs 为 任意 常数 . 

如 果 4 只 有 一 个 特征 值 时 , 此 时 有 (4 一 和 E)"r = 0, 对 任意 的 都 成 立 , 最 
简单 的 方法 就 是 将 ro 取 为 常 向 量 代入 (3.87) 中 依次 计算 出 rl,… ,ra, 再 代入 式 
(3.85) 即 可 得 通 解 . 

例 3.19 ”求解 方程 组 


解 ” 由 例 3.14 知 入 = 1 是 系数 矩阵 4 的 三 重 特征 值 , 根据 公式 (3.85) 可 知 


解 为 
t # 
z= (r+tTin+ar)e, 
由 于 
1 -1 -1 
4-AB=| 2 -2 -2 
-1L 1 1 
2 
1 -1 -1 000 
(4-AE)2=| 2 -2 -2|=|ooo|. 
SI 0 0 0 


向 量 > 满足 方程 (4 -和 EE)3 
向 量 > 是 任意 的 , 如 取 ro = 


, 即 满足 式 (3.86). 由 恒等式 (A 一 AE)? = 0 知 ， 
(ci, cz,ca)F(e 为 任意 常 向 量 ), 则 


1 -1-i|[a ca 一 oa 
ri=(4-AMBE)ro=| 2 -2 -2| | 2c -2c -2cs | ， 


2 pe ca 十 oa 十 oa 


ra =(A—AE)r = 0. 
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因此 , 所 给 方程 组 的 通 解 为 


Ti1=[a- (ato + ca)tjet, 
za = [ca — 2(—c1 + ca + ca)t]e', 
ma = [cs — (c1 — c2 — ca)tle'. 
此 外 , 求解 基 解 矩阵 的 方法 还 有 拉 普 拉 斯 变换 法 等 , 这 里 就 不 再 进行 讨论 了 . 
习 题 3 


大 si 
dl Ey ed Ws 
(0) 试验 还 ut9 = [ Set | 0 = [|] 分 别 是 给 定 方程 组 油 足 初始 条 件 
nt i 
1 9 
u(0)= [ 中- [ 1 ] 的 解 . 


(2) 验证 p(t) = cru(t) + czv(t) 是 给 定 方程 组 满足 初始 条 件 p(0) = [ ] 的 解 ， 其 中 


1. 给 定 方程 组 


a 
o 
clca 是 任意 常数 


2 试验 证 三 (0) 一 [ | 是 方程 组 


在 任何 不 包含 原点 的 区 间 a < t < b 上 的 基 解 矩阵 - 
3. 将 下 面 的 初 值 问题 化 为 与 之 等 价 的 一 阶 微分 方程 组 的 初 值 问 题 : 
主 = 一 2 一 Ttz， £0 +z =tet, 
0 ( 
z(1) =7. 2(1)= -2; 


z(0) = 1，z(0) = -1, 
VW +37 ~ 2y ~ 15r = cost, 
(3) 


"(0) =2, 2"(0) =0; 
z+5y —7r+6y=e, 
z(0) =1, 2"(0)=1, v0)=0, 


4. 试 证 非 齐 次 线性 微分 方程 组 的 又 加 原理 ; 
设 zi(t),z2(t) 分 别 是 方程 组 


yO)=1. 


2'= Az+f(0), 
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的 解 , 则 zi(t) + za 人 ) 是 如 下 方程 组 的 解 
了 (= Az+ f(t)+ f2(0)- 
5 利用 弟 元 法 求解 下 列 方 和 组 


ry= +6t+1, 
++ 


0 (2) Fa 
ee 
坚 =m+z 
tsint 
(1 。 4 坚 =a+m 
Ge 罕 =a+zm 
6. 检验 下 列 函 数 是 否 是 相应 方程 组 的 首次 积分 ? 如 果 是 , 它们 是 否 独立 ? 
dz 
至 =m 
Me Ca 
区 吾 =22+ 因 
es 
ity oy) 
(n= Y= 4 
一 上 
7. 利用 首次 积分 法 求 下 列 方程 组 的 通 解 : 


图- 坚 = dy dt 
my zt 


8. 假设 A 为 n 阶 方 阵 , 试 证 明 : 
(1) 对 任意 的 常数 c1,c2 都 有 exp(c1 A + ca4) = exp(c1A)exp(c2A); 
(2) 对 任意 整数 都 有 
(exp A)* = exp(kA). 
( 当 大 为 负 整数 时 , 规定 (exp A)* = [(exp A)]*.) 
9. 试 求 方程 组 z' = 4z 的 一 个 基 解 矩阵 和 通 解 ， 并 计算 exp(4b). 其 中 A 为 


6 -3 1 -5 
of | of 
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10. 求 下 列 常 系数 非 齐 次 微分 方程 组 =' = Az + 了 (t) 的 通 解 : 
4 -3 sint 
4=|， i ] 10= [ es ] 


2 -1 0 
全 4=<| ai 6 ] ro-[ 2 


-1 -1 0 ” 
(WA4=| 0 -1 -1|, 10=|2 |; 
0 0 


-1 t 
0 1 0 0 

(4=|0 0 1 170=|。|. 
-6 -ll -6 et 


11. 试 求 方程 组 z' = Az 满足 初始 条 件 p(0) = 9 的 解 p(t). 


证 I 1 
4=| sn=|s|lw4a=-|l -1|n=|o| 
2 0 


1 
12, 试 求 方程 组 =' = Az + 了 (t) 的 解 p(t) 


1 2 站 -1 
Lt | :9-[]. “0-| i ] 


0 1 0 0 
(2)4=|0 0 1|, 840=| 0 |1，weO=0. 
ee 


-6 -ll -~ 3” 


13. 求 下 列 初 值 问题 的 解 : 
二 0 
[0 { x1(0) =1, 22(0) =0; 
i=l 
+321 +271 十 2 十 2 二 0， 
(0) +2 +i z=0, 
zi(0) = 1,z1(0) = —1, 2(0) = 0. 
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第 4 章 ” 常 微分 方程 的 算 子 解法 


4.1 常 微分 方程 的 算 子 方法 概述 


前 面 三 章 已 介绍 了 常 微分 方程 的 经 典 解法 和 一 些 可 积 性 的 研究 成 果 . 可 以 看 
出 , 高 阶 方程 、 方 程 组 、 二 阶 以 上 变 系数 线性 方程 、 非 线性 微分 方程 的 求解 是 极其 
困难 的 , 绝 大 部 分 甚至 是 不 可 能 的 , 即使 是 常 系数 线性 微分 方程 (组 ) 也 是 如 此 . 因 
此 , 寻求 微分 方程 的 有 效 新 解法 或 者 新 技术 (技巧 ), 找到 新 的 可 积 类 型 方程 就 具有 
理论 上 的 重要 意义 . 在 中 国 , 就 有 不 少 学 者 长 期 以 来 都 致力 于 研究 常 微分 方程 (组 ) 
的 各 种 解法 .本章 主要 选 讲 常 微分 方程 算 子 方 法 的 部 分 内 容 , 为 此 , 有 必要 先 对 这 
种 方法 作 一 个 概述 . 

微分 方程 (组 ) 的 算 子 方法 是 利用 微分 算 子 、 微 分 算 子 多 项 式 及 其 逆 算 子 的 运 
算 特殊 性 去 探讨 微分 方程 (组 ) 求解 的 方法 . 

算 子 方法 的 萌芽 思想 最 早出 现 于 19 世纪 下 半 叶 , 电机 工程 师 Heaviside 创立 
了 一 套 符号 法 则 去 求解 电工 学 中 的 微分 方程 , 叫做 运算 微 积分 , 他 的 做 法 是 将 微分 
方程 与 代数 方程 类 比 , 通过 定义 算 子 代数 运算 求解 出 方程 的 特 解 . 但 由 于 这 种 做 法 
没有 考虑 初始 条 件 , 往往 会 导致 错误 的 结果 , 直到 1920 年 , Bromwich 等 把 复 变 函 
数 中 的 积分 变换 方法 同 它 联系 以 后 , 才 使 得 这 种 方法 具备 了 坚实 的 积分 变换 法 的 理 
论 基础 

从 传统 常 微分 方程 的 理论 基础 内 容 来 看 , 算 子 方法 最 早 可 见于 20 世纪 70 年 
代 末 的 微分 方程 教材 中 .“ 算 子 解法 ”的 内 容 在 过 去 和 现行 的 《 常 微分 方程 教材 中 
一 般 都 会 有 相当 于 一 节 的 简略 内 容 介绍 .在 这 些 教材 中 , “ 算 子 解法 ”所 包含 的 内 
容 是 微分 算 子 多 项 式 的 简单 分 解 , 逆 算 子 展开 成 部 分 分 式 之 和 , 以 及 逆 算 子 展开 成 
宪 级 数 的 简单 应 用 . 事实 上 , 教材 中 对 于 算 子 多 项 式 作 简单 分 解 的 主要 目的 是 将 逆 
算 子 展开 成 部 分 分 式 之 和 , 而 对 于 逆 算 子 展开 成 形式 罕 级 数 的 概念 并 没有 被 明确 地 
提出 来 , 其 解法 也 仅 限于 求解 低 阶 常 系数 线性 微分 方程 因此 , 像 微 分 算 子 多 项 式 
的 因 式 分 解 , 逆 算 子 的 形式 寡 级 数 展开 等 的 一 些 深层 次 的 重要 数学 思想 和 方法 却 一 
直 都 没有 引起 人 们 足够 的 重视 , 这 样 就 使 得 算 子 方法 潜在 的 理论 发 展 和 应 用 在 相当 
长 的 时 间 内 未 被 发 现 . 20 世纪 80 年 代 前 后 , 在 中 国 许多 学 者 研究 变 系数 线性 微分 
方程 的 新 可 积 类 型 的 热潮 中 , 黎 耀 善 将 微分 算 子 的 分 解 思 想 应 用 到 了 二 阶 线性 变 系 
数 微分 方程 , 得 到 了 一 些 新 的 可 积 类 型 . 从 20 世纪 90 年 代 初 开始 , 我 们 注意 到 算 
子 多 项 式 分 解 思 想 , 线性 代数 方程 组 的 初等 行 变换 法 的 思想 , 以 及 算 子 矩阵 的 逆 算 
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子 展开 成 微分 算 子 的 形式 等 级 数 思想 在 解 微分 方程 (组 ) 中 应 用 的 可 能 性 和 重要 性 ， 
系统 地 开展 了 对 于 常 系 数 线性 微分 方程 (组 ) 的 算 子 方法 研究 , 先后 提出 的 算 子 方 
法 有 : 算 子 分 解 方法 , 初等 行 变换 法 , 逆 算 子 的 形式 军 级 数 展开 法 . 后 来 , 又 把 逆 算 
子 的 形式 军 级 数 展开 法 应 用 到 了 变 系 数 线性 微分 方程 (组 ), 我 们 不 仅 得 到 了 许多 重 
要 的 结果 和 解 公式 , 还 进行 了 一 些 相关 的 研究 (如 常数 变易 法 、 待 定 系 数 法 等 ), 给 
出 了 积分 -比较 系数 法 , 待定 系数 法 的 算 子 推导 方法 , 以 及 待定 系数 法 的 解 公式 . 值 
得 一 提 的 是 , 差不多 与 此 同时 , 柯 红 路 等 通过 定义 “ 数 性 算 子 ”, 研究 和 发 展 了 偏 微 
分 方程 的 新 解法 一 一 微分 算 子 级 数 法 (其 实质 相当 于 我 们 的 逆 算 子 形 式 军 级 数 展 
开 法 ), 后 来 才 将 其 推广 应 用 到 常 系数 线性 微分 方程 , 并 系统 地 总 结 了 许多 国内 学 者 
的 研究 成 果 , 于 2003 年 在 中 国 科学 文化 出 版 社 编著 出 版 了 教材 . 然而 , 在 柯 红 路 的 
书 中 并 没有 包含 我 们 的 研究 成 果 . 近年 来 , 国内 还 有 其 他 学 者 也 开始 研究 线性 微分 
方程 的 算 子 方法 , 但 他 们 的 主要 方法 是 算 子 分 解 方法 和 将 逆 算 子 展开 成 部 分 分 式 . 

21 世纪 以 来 , 在 进一步 完善 相关 研究 工作 的 基础 上 , 我 们 把 自己 所 做 的 研究 成 
果 进 行 了 系统 的 总 结 , 形成 了 关于 线性 常 微分 方程 (组 ) 算 子 方法 的 一 个 基本 理论 
体系 , 并 于 2007 年 出 版 了 学 术 专著 《微分 方程 的 算 子 方法 》. 本 章 主要 选 讲 其 中 的 
两 种 方法 : 算 子 分 解 方法 和 北 算 子 的 形式 军 级 数 展开 法 . 
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先 介绍 微分 方程 算 子 的 一 些 基 础 知识 . 
定义 4.1 L(D) = D" +aiD"! +… +an-1D + an 称 为 算 子 多 项 式 , 其 中 


oa ,an 是 常数 , D* = 委 是 对 时 间 + 求 上 阶 导数 的 运算 ( 称 为 k 阶 微分 算 子 )， 
约定 恒 等 算 子 D? = 1. 
nn 阶 常 系数 线性 非 齐 次 微分 方程 可 简写 为 如 下 形式 : 


L(D)z = (0), (4.1) 
与 (4.1) 相应 的 齐 次 方程 为 
L(D)z =0. (4.2) 


方程 (4.2) 的 特征 多 项 式 为 L(A) = 和 "二 ai 和"! 十 .… 十 an_1 和 十 an; 特征 方程 
为 L(A) =0. 
定义 4.2 ”对 于 方程 (4), 以 2/ 记 它 的 一 个 解 , 就 有 


zo [高 ji7@] =y， 
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称 市 为 L(D) 的 逆 算 子 , 通常 记 为 L-!(D). 约定 L-!1(D) .0 为 (4.2) 的 通 解 . 


有 以 下 基本 性 质 和 计算 公式 . 
性 质 4.1 ”对 于 任意 的 常数 a,b, 有 算 子 的 如 下 线性 性 质 : 


L(D)[au(t) + bv(t)] = aL(D)u(t) + bL(D)v(t), 
ele) +i 人 (= av bz") 
性 质 4.2。 设 L(D) = 1(D)L2(D), 则 有 
Z(D)7( = £,(D)L2(D)F)) = La(D)I(D)F)), 


市 -zn [no] -zy las] 
性 质 4.3 关于 算 子 和 , 有 下 列 性 质 ， 


[Ca(D) + La(D) (0) = a(D)F) + 2(D)7(b)， 


1 1 pt -1 
[s+ i] + 


x 
一 人 一 
公式 41 = f/f atat..ds 
/0 ff// /Ou 
公式 4.2 = “|/ eatf(t)dt. 
公式 4.3 全 ED 7 LD), Da) 关 0 则 7 


rit 
地 ;" sh) 

公式 4.4 设 L(D) =(D?+ 有 7)*L(D),L(i8) 关 0,s >0, 即 十 是 s 重 苍 
虚 根 , 则 有 


特别 地 , 车 L(D) = M(D?), 且 s=0, 即 LiB) = M(-67) #0, 则 有 
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公式 45 设 L(0) 取 0, 则 有 
二 j= Dipnd， 
其 中 Qim(D) 是 以 L(D) 按 D 的 升 军 排列 后 去 除 1 时 在 第 m + 1 步 上 得 到 的 商 式 . 
证 明 将 多 项 式 Ln) 按 \ 升 和 排列 后 再 用 多 项 式 的 普通 除法 ,将 计算 了 
到 Xm 项 , 得 
RO) _ RO) 


1 m 
DO = tot to + FO) = QnN + ZO 


其 中 R(A) 是 把 L(A) 按 和 升 竺 排列 后 , 再 用 多 项 式 的 普通 除法 去 除 1 时 在 第 m +1 
步 上 得 到 的 商 式 , 它 是 的 从 m + 1 开始 升 军 排 列 的 一 个 多 项 式 . 上 式 可 写成 


1=LN)Qm(N) + RO), 
因而 有 

1=L(D)Qm(D) + R(D), 
两 边 同 时 作用 于 pm(t), 就 有 

pm(t) = L(D)Qm(D)pm(t), 
从 而 有 公式 4.5. 

公式 4.6 车 L(D) = D*E(D)，F(o) #0, 则 有 
击 jm"9= 玄 QnD)rnlt), 


其 中 Gm(D) 是 以 L(D) 按 D 的 升 备 排 列 后 去 除 1 时 在 第 m + 1 步 上 得 到 的 商 式 
引 理 4.1( 解 的 结构 ) ” 非 齐 次 方程 (4.1) 的 通 解 为 


z=1L-1(D):0+L-1(D). f(t). (4.3) 
引 理 4.2 关于 L(D), Z-:(D), w(D), 有 


LD)le® 7 = er LD + a)f(t), (4.4) 
LD)e® (0) = er LD + of 0), (4.5) 
(D-a)*.0=et(c + tt...+ cst: !), k>0, (4.6) 


上 四 
[(D-oa)? + *.0=ent|D (at) eosBtt+ 》 (cs eyengd| 全 


1 Er 
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2(D)o(D)f(b = wD PD) + LD) :0. (4.8) 
证 明 ”只 证 (4.4) 和 (4.8), 由 函数 乘积 的 高 阶 导 数 的 莱 布 尼 获 公式 , 有 
上 
Drle®tf(0)] = Cl(e00De1() = >eclarDe 1 
气 气 


=eot》 ChoiD 1 一 etD+a*yd， 
气 


于 是 , 有 由 
LD)le® tf(0)] = DarD" le *f()] = er Dar(D + a)" *f(0) 
bd 二 
一 entL(D + oa)f(t). 
至 于 式 (4.8), 因为 


LD)L™(D)p(D) FD)) = 1: p(D)f(t) = p(D)f), 
LD)p(D) LD) ED) = (LD)p(D) LD))) 
= (p(D)L(D))LT PD)F)) = p(D)F), 
所 以 将 两 式 相 减 , 便 得 到 
L(D)(L™(D)y(D) - p(D)L™ PD) =0, 

从 而 就 有 

L™1(D)p(D)(t) - p(D) LT DE) = LD) 0, 
由 此 便 得 到 (4.8). 


4.3 算 子 分 解 方法 


算 子 分 解 方法 是 指 在 对 微分 算 子 多 项 式 进 行 因 式 分 解 的 基础 上 , 讨论 微分 方程 
(组 ) 的 求解 . 本 节 主 要 介绍 逆 算 子 展开 成 部 分 分 式 之 和 的 方法 , 常 系数 线性 微分 方 
程 (组 ) 的 算 子 分 解 方 法 , 其 中 包含 非 齐 次 方程 特 解 的 积分 公式 和 积分 -比较 系数 法 . 
4.3.1 ， 逆 算 子 展开 成 部 分 分 式 之 和 


对 于 微分 算 子 多 项 式 可 以 分 解 成 简单 因 式 的 情况 , 求解 微分 方程 的 比较 实用 的 
方法 就 是 先 把 逆 算 子 展开 成 部 分 分 式 之 和 , 然后 再 利用 前 面 给 出 的 一 些 基本 性 质 和 
公式 进行 求解 . 下 面 通过 一 个 例子 来 说 明 方法 . 
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例 4.1 。 求 二 阶 微分 方程 (D? + kr)z = f(t) 的 特 解 . 
解 ” 由 于 有 算 子 分 解 式 D2+ 妇 = (D 十 达 )(D 一 i), 故 有 逆 算 子 的 部 分 分 式 展 
开 式 


1 1 1 
天 -去 (于 元- 可)， 
利用 前 面 的 公式 4.2, 有 所 求 的 二 阶 微分 方程 的 特 解 为 
i /= 球 (5 还 -B+x) 1 


= 记 | 六 ete-n f(r)ar — { e-iste-n) sar] 


‘ 
= 让 人 Jr)amtt-rdr. 


4.3.2 ”高 阶 常 系数 线性 微分 方程 的 算 子 分 解 方法 

现在 讨论 前 面 的 高 阶 常 系数 线性 微分 方程 (4.1) 和 (4.2) 的 算 子 分 解 方法 . 

引 理 4.3 ”车 多 项 式 L(A) 有 因 式 分 解 式 L(A) = 三 (A)Zz(A), 则 L(D) 有 算 子 
分 解 式 L(D) = Di(D)La(D); 又 若 z = zi(bfi = 1,2) 分 别 是 齐 次 方程 Li(D)z = 0 
的 解 , 则 它们 也 都 是 齐 次 方程 (4.2) 的 解 . 

结论 明显 , 故 略 去 证 明 . 

引 理 4.4 ”方程 (4.2) 有 复 值 函数 解 z(t) = u(t) +iv(t) 的 充分 必要 条 件 是 : 实 
部 u(t) = Re z(t) 和 虚 部 v(t) = Im z(t) 都 是 (4.2) 的 解 . 

引 理 4.5 ” 齐 次 微分 方程 (D - A)*z = 0 有 如 下 k 个 线性 无 关 的 特 解 : 


,pes he 
齐 次 微分 方程 (D - a 士 ip)sz = 0 有 如 下 2k 个 线性 无 关 的 特 解 : 
ert cos Bt, eat sin Pt, eatt cos Bt, eatt sin Bt ,全 -eat cos Bt 太一 leotsin Bt. 
证 明 ”对 于 前 一 结论 , 由 (D 一 和 )*z = 0, 有 
(D-AND-AMeiz=0， 


这 是 一 个 关于 (D - 和 )*!z 的 一 阶 齐 次 线性 微分 方程 , 得 到 通 解 : (D 一 和 *-!z = 
ee 进一步 , 由 此 又 得 到 


(DD-ND-N z= oe 
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这 又 是 关于 (D 一 和 )*-?z 的 一 阶 非 齐 次 线性 微分 方程 , 积分 后 有 
(D— Nz = et /> :clextdz 一 exM(ct 十 ca). 
依次 类 推 , 最 后 , 可 以 得 到 (D 一 和 )*z = 0 的 通 解 公式 为 
Y= eG + Gotr 2 + .+ kt + CK). 


特别 地 , 如 取 巨 = 了) 百 = 0i 关 jl = 1,2,… ,k), 则 得 到 方程 (D - 和)*z =0 
有 上 个 特 解 : ext, teX，… ,从 -teX, 易 知 它们 是 线性 无 关 的 . 

对 于 后 一 结论 , 它 是 前 一 个 结论 和 引 理 4.4 的 直接 结果 . 

定理 4.1 ” 设 Ni,… ,和 和 ntiwrr1,… ,年 iws 是 (4.2) 的 特征 方程 Z(A) = 0 
的 根 , 重 数 分 别 为 ,… ,k,, 则 方程 (4.2) 有 如 下 n 个 线性 无 关 的 特 解 : 


et i=b2 lh, j=h2, ,hk 


eMtgi-looewst, eelsinwt, i=l+l, ,3s j= ,kh 
证 明 ”由 条 件 得 如 下 因 式 分 解 式 ; 


LO) =(A 一 各) 得 (人 A 一 AS A Nr wn) et 
x (A— Nit uw) er (OA 一 N 二 iu 和 


故 根据 引 理 4.3, 有 算 子 分 解 式 


LOD)=D 一 AD) 和 …(D 一 和 二 


， 
其 中 各,… ,ks 为 重 数 , 满足 了 +2 了 一 nn 
又 根据 引 理 4.4 和 引 理 4.5 齐 次 向 分 入 各 


(D- AM)sz=0， i 
(D— N+iw)sz =0, 


共有 n 个 特 解 
vl, tsb,l j=1,.…,k, 
eM lcoewt, ettilsinwt, i=l+l,.,s, j=1,.. ,hk 


最 后 , 根据 引 理 4.3 知 , 它们 构成 了 齐 次 微分 方程 L(D)z = 0 即 (4.2) 的 nn 个 
特 解 , 它们 线性 无 关 性 的 证 明 详 见 第 2 章 , 或 者 有 关 的 教材 . 
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) 
为 讨论 非 和 次 方程 (43) 的 求解 引入 记号 ”dt 它 表 示 求 次 不 定 各 


3 


(ks) wR 
分 的 运算 人 a = (ff) -as 在 其 结果 中 包含 有 局 个 独立 


定理 4.2 ” 设 入 ,Ao,… ,入 + 为 特征 方程 L(^) = 0 的 根 ( 实 根 或 者 共 辆 复数 
根 ), 重 数 分 别 为 各，… ,局 , 则 方程 (4.1) 有 如 下 通 解 的 积分 公式 : 


(kr) (ke) (ka) (ka) 
y=Re ~“ ec …/ er ef(Ddtn，(4.9) 


其 中 “Re" 表示 取 实 部 的 运算 , dz" = dz …dz% ,hh 十 … 十 二 nn. 

车 上 述 积分 中 常数 特定 , 则 (4.9) 就 表示 方程 (4.1) 的 特 解 . 

证 明 ”由 定理 的 条 件 知 : L(A) = (和 一 入) .…( 和 一 和) 和 *, 进而 有 算 子 多 项 式 
的 分 解 式 为 L(D) = (D 一 入 和 s…(D 一 入 )*, 此 时 , 方程 (4.1) 变 为 


-AD (D -Ny = yo). (10) 
与 引 理 4.4 的 证 明 类 似 , 有 
© Dy eesti, 
CD -No)o…(D - Xr)ey = = oo eeyljdahte， 
依次 类推 , 最 后 得 到 (4.1) 的 复 值 形式 的 通 解 为 
ee Yi ex+xr-os yi Ny,， 人 eatA)s J ea f(g)den, 


其 中 dzn = dz .dz ,kk 十 … 十 kr 二 nn. 

再 根据 引 理 4.4 知 , 取 上 式 的 实 部 就 得 到 (4.9), 它 是 (4.1) 的 实 通 解 . 

附注 “(1) 算 子 分 解 是 求解 高 阶 常 系数 线性 微分 方程 的 基础 , 而 算 子 分 解 与 特 
征 多 项 式 的 分 解 是 完全 类 似 的 . 

(2) 如 ZL(D) = (D 一 和 )*I1(D), 则 从 定理 4.2 的 证 明 过 程 可 知 : n 阶 线性 微分 方 
程 L(D)y = f(z) 可 以 降 为 如 下 n 一 k 阶 方程: 


0 
(Dy = |/ es f(z)dzt. (411) 


例 4.2 。 求 微分 方程 r" 一 4z" + 5z' 一 2z = etsint 的 通 解 
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解 ”将 方程 写成 (D3 一 4D?+5D 一 2)z = etsint 或 (D 一 2)(D 一 1)?z = etsint, 
利用 通 解 的 积分 公式 (4.9), 我 们 得 到 


Zz =e fe fest = fe( fetsnta)ae 
= (etnt+ oc) de (分 部 可 分 
一 ef / ($sne + 有 cost 十 clet 十 a) 
= (ie+ Ssint 十 clet +et+o] 
一 cle2 + (cat + ca)e!+ Se'(eost +sint) 
为 所 求 方程 的 通 解 . 
4.3.3 ”积分 -比较 系数 法 


通过 仔细 观察 (4.11), 可 以 发 现 算 子 分 解 方法 的 一 个 重要 应 用 : 它 能 够 使 得 积 
分 法 与 比较 系数 法 综合 在 一 起 , 从 而 将 求 特 解 的 计算 量 大 大 地 减少 , 有 以 下 的 定理 : 
定理 4.3 设 入 是 L(A) 的 大 重 根 ,Z(D) = (D - AJ*Zi(D), 则 


L(D)y = ev*pm(z) (pm(z) 为 z 的 im 次 多 项 式 ) (4.12) 
具有 形 如 信 = ev ”great 的 特 解 其 中 evQn(a) 是 
Li(D)z = exzpm(z) (4.13) 


的 特 解 , 其 中 方程 (4.13) 是 一 个 n 一 上 阶 微分 方程 . 
证 明 ”由 于 L(D) = (DJ*Da(D) = 1(D)(D 一 和 )*, 且 和 不 再 是 工 (^) 的 根 ， 
故 有 m 阶 微分 方程 (4.12) 等 价 于 方程 


Li1(D)z = epm(z), (413) 
(D— Ny = 2. 


易 见 (4.13)' 的 第 一 个 方程 具有 形 如 2* = ex*Qm(z) 的 特 解 , 将 它 代入 (4.13) 
的 第 二 个 方程 后 , 即 得 到 


x (k) 总 赤 (k) 
=e 了 exezrdze = es y Qn(z)dz* 


是 (4.13)' 即 (4.12) 的 特 解 , 在 这 里 的 不 定 积分 中 不 取 任 意 常数 . 


4.3 算 子 分 解 方 法 133 


从 以 上 的 证 明 过 程 可 以 看 出 , eqQm(z) 满足 的 微分 方程 (4.13) 是 n 一 k 阶 的 . 
定理 4.4” 设 和 tiw 是 L(A) 的 上 重 共 固 复 根 , 且 有 L(D) = Li(D)(D 一 和 一 iw)*， 
则 
L(D)y = e**(pm; (7) cos wr + pma(z)sintz) (4.14) 
(k) (k) 
具有 形 如 y= Resoror Qm(zjarr+Im eoree 人 Gel)dze 的 实 特 
解 , 其 中 Qm,(z) 与 Qma(z) 分 别 是 
1(D)z = et)spm, (7) (4.15) 
与 
IL1(D)z = ettiv)spmn, (7) (4.16) 
的 特 解 , (4.15) 和 (4.16) 都 是 n 一 阶 微分 方程 
证 明 ” 仿 定 理 4.3 的 证 明 过 程 , 并 利用 引 理 4.4. 
附注 上述 方 法 可 称 为 积分 -比较 系数 法 , 其 计算 量 较 前 面 的 比较 系数 法 大 大 
减少 , 因为 计算 多 项 式 的 积分 十 分 简单 , 比较 系数 时 方程 的 阶 数 又 比较 低 . 当 k= 0 
时 , 只 是 比较 系数 的 计算 , 当 上 二 n 时, 只 是 积分 的 运算 
例 4.3 。 求 微分 方程 (D5 -6D*+14D3 -16D?+9D 一 2)z = et (: 一 后 + 地 ) 
的 特 解 . 
解 ” 先 将 方程 改写 成 算 子 分 解 的 形式 : 
(D-1)*(D-2)z=et (有 可 二 全 ， 


豆 
再 利用 积分 -比较 系数 法 ( 见 定理 4.3) 求 出 特 解 
事实 上 , 原 方程 具有 形 如 z* =e/ Qs(t)dtt 的 特 解 , 而 其 中 的 


= etQs(t) = et(a0 + ait! + a2t? + ast? + aat* + asts) 
又 是 D -9s=e(t- + | 的 特 解 , 由 此 可 得 
Dz = et(Qs(t) + Qs()) 
= et[al 一 ao + (2a2 一 ai)t 十 (3as 一 az) 纪 十 … 十 (5as 一 ad)tt — astS], 
(D -2 =et(Qs() ~ Qs(O)), 
故 由 (D -3)z* 二 (GE + 旬 进行 系数 比较 , 有 


1 1 
Q1—a0=0, 2a2—a1=l, 3a3—a2=0, 0 0 = 5as —a4=0, 一 = 可 
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因此 ,有 
-7， as=a2=0,，al=a0=-l, 
从 而 得 到 六 

Ga =-1-t 一 年 和- 


最 后 , 连续 4 次 求 积分 (不 必 取 任意 常数 ), 得 到 所 求 方程 的 特 解 为 


(9 Pr 人 
A Ne 
a =- (1-+ Ur ( 有 一 豆 - 可 | 


4.3.4 ”高 阶 常 系数 线性 微分 方程 组 的 算 子 分 解 方法 
现在 , 基于 算 子 多 项 式 矩阵 的 因 式 分 解 去 求解 高 阶 常 系数 线性 微分 方程 组 , 这 
里 仅 给 出 如 下 结果 . 
定理 4.5 设 f(t) = ( 广 (0，，… ,加 (tb)F, 4A(D) 是 mxm 阶 的 算 子 多 项 式 和 矩阵， 
A*(D) 是 其 伴随 矩阵 , 则 高 阶 常 系数 线性 微分 方程 组 
A(D)z = f(t) (4.17) 
的 解 是 |4(D)|Ez = A*(D)f(t) 的 解 , 反之 不 然 ; 若 A(D) 非 奇异 , 则 方程 (4.17) 的 
解 是 
z= 4"(D)l4(D)I F(t). (4.18) 


证 明 ”注意 到 , 有 算 子 分 解 式 |A(D)|E = A*(D)A(D) = A(D)A*(D). 
对 于 定理 的 前 一 结论 , 因为 


|A(D)IE = A*(D)A(D), 
所 以 用 A*(D) 左 乘 方程 (4.17) 的 两 边 , 得 到 

|A(D)IEz = A*(D)f(t), 
由 此 可 见方 程 (4.17) 的 解 是 

IAD)IEz = A'(D)f(t) 


的 解 ， 反 之 , 有 例子 说 明 |A(D)|Ez = A*(D)f(t) 的 某 个 特 解 不 满足 (4.17)( 叶 彦 
谦 ,1982). 

对 于 定理 的 后 一 结论 , 设 A(D) 非 奇 异 , 可 以 验证 = = A*(D)|4(D)|-1f(t) 是 
(4.17) 的 解 ; 反之 , 由 方程 (4.17) 以 及 |A(D)|E = A(D)A*(D) 依次 得 


4(Djz=f = Ef(t), E= A(D)(A*D)AD)™), 
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故 有 
A(D)z = A(D)(A*(D)|A(D)T FD)), 
从 而 得 出 
z= A*(D)IA(D)T 0). 
总 之 ,方程 (4.17) 的 解 是 = = 4*(D)|A(D)|"? 了 (8), 即 (4.18). 
定理 4.5 表明 ,(4.17) 的 解 要 写成 (4.18), 而 不 能 写成 = = |4(D)|-1A4*(D)f(t)， 
否则 将 是 错误 的 . 
例 4.4 ” 求 下 列 微分 方程 组 的 特 解 : 
=72 一 ZT 十 1 一 如 
ja =T1+72+t— 
i3=71+T3+2t tl. 
解 ” 用 定理 4.5 的 特 解 公式 (4.18) 来 求 特 解 . 将 原 方程 改写 成 形式 
(ED - A)z = Pa(t)， 


1-t 
其 中 Pa(t)=| t+- | ,于 是 ,有 
2 一 妈 一 1 
D -1 1 
IED-Al=| -1 D-1 0 |=D(D-1)’, 
-1 0 D-1 
(D 一 1D2 D-1 -D+1 
(ED-A)=| D-1 D:-D+1 -1 ， 
D-1 1 D2-D-1 
By ?BN ea 2 
lsD- A = ppm- 50+D+D + ) +D+D? +...) 
和 


. 
IED - AFLP 的 = 六 Pa(Dat +2P2 + 3Ps 


= (- 起 一 二 
代入 (4.18) 就 得 到 所 给 方程 的 特 解 为 


Z(t) = (ED— A)IED— Al'P2(t) = (tt, —t). 


EL so _ lp_p ” 
一 了 2 -+3, Fi -3t+4) ， 
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4.4” 递 算 子 的 形式 各 级 数 展开 法 


北 算 子 的 形式 军 级 数 展开 法 是 指 将 逆 算 子 展开 成 微分 算 子 形式 上 的 竺 级 数 , 然 
后 再 应 用 于 求解 微分 方程 (组 )、 本 节 主要 介绍 求解 常 系数 线性 微分 方程 (组 ) 的 逆 
算 子 的 形式 震级 数 展开 法 和 低 阶 变 系 数 线性 微分 方程 (组 ) 的 北 算 子 的 形式 宪 级 数 
展开 法 , 并 且 给 出 关于 常 微分 方程 (组 ) 的 若干 求解 公式 . 


4.4.1 ” 常 系数 线性 微分 方程 的 逆 算 子 的 形式 宕 级 数 展开 法 
设 L(D) = D* +aDn-:+…'+an-1D+an 为 算 子 多 项 式 , 其 中 at … ,an 是 
常数 , pm(t) 为 m 次 多 项 式 . 考虑 如 下 形式 的 n 阶 常 系数 线性 非 齐 次 微分 方程 : 
L(D)z = etpmlt). (4.19) 


定义 4.3 ” 设 多 项 式 L(2) 满足 L(0) #0( 即 L(2) 中 的 常数 os 地 0) 此 
时 Z-!(2) 可 展开 成 Z 的 雷 级 数 , 即 5-1(Z) = 》， brZ'( 其 中 bi 是 常数 ), 则 称 


lm 
tm 
-1(D) 可 展开 成 D 或 D-: 的 形式 震级 数 , 记 为 Z-:(D) = > bhD'. 


应 当 引 起 特别 注意 的 是 , 在 实际 应 用 时 ， 地 算 了 的 形式 其 级 数 展开 并 不 需要 按 
定义 的 要 求 那样 去 严格 地 验证 其 展开 条 件 . 
现在 考虑 最 简单 的 一 阶 常 系数 线性 微分 方程 


(D-a)zr=0, (4.20) 


利用 逆 算 子 的 形式 等 级 数 展开 式 
(D -o)-: = bE 1D-! = D-1(1+aD-!+..+a!D™!+.…) (4.21) 


Ei 
不 难 计算 得 出 , 在 算 子 (4.21) 的 作用 下 , 一 阶 微分 方程 (4.20) 有 如 下 熟知 的 通 解 : 
z=(D~a) :0=0". 
对 于 n 阶 常 系数 线性 非 齐 次 微分 方程 (4.19), 当 an 关 0 时 , 有 逆 算 子 的 形式 军 
级 数 展开 ( 柯 红 路 , 2003) 


mm mn 一 和 
RD) = 二 (+ tap Tt tp) 2) 


on 
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一 般 地 , 有 
定理 4.6 ” 设 不 是 (4.19) 的 特征 方程 L(r) = 0 的 根 , 则 方程 (4.19) 有 特 解 
公式 
z(t) = -LT TID)D'pn(t), (4.23) 
气 
其 中 1(D) 是 CD + AN) = I1(D)D + 工 (和 ) 中 的 算 子 多 项 式 . 
证 明 ”方程 (4.19) 有 特 解 为 


2°(t) = L7!(D)eNpm(t) 一 eNDEI(D+ Npm(t), 


其 中 L(D +A) = Li(D)D + L(A), 而 L1(D) 则 是 n 一 1 阶 算 子 多 项 式 . 
因为 和 不 是 Er) = 0 的 根 , 所 以 , 成 立 着 L(^) 关 0, 于 是 , 有 逆 算 子 的 形式 罕 
级 数 展开 式 如 下 : 
LD+N= AG + IIID)D) 
= L731 + Lm(D)D-! 


= CD 
气 
又 由 于 当 i> m 十 1 时 , Dipm(t) = 0, 故 方程 (4.19) 的 特 解 为 


Td)=es Dd) 


气 
= Dm)Dipn0), 
Ej 
因此 , 方程 (4.19) 有 解 公式 (4.23). 
定理 4.7 设 入 是 (4.19) 的 特征 方程 L(r) = 0 的 大 重 根 ,Z(r) = (7 一 和 )*L2(7)， 
且 有 La(D + A) = La(D)D + Z2(A), 则 方程 (4.17) 有 如 下 形式 的 特 解 : 


a 
=e( / ) PDLa TSD) Dipn(t)at. (4.24) 
名 


证 明 略 . 
例 4.5 ” 求 三 阶 微分 方程 (D - 2)(D - 1)?z = te2 的 特 解 . 
解 ”直接 利用 定理 4.7 来 求解 所 给 的 三 阶 微分 方程 ， 事 实 上 ， 所 求 方程 的 
特 解 为 
1 


1 
“DID mrp 
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1 1 1 
ex 二 
= DT te TD 


= -1 — (2D +D2?)]t = -| (t£—2)at 
1 
一 了 人 一 2)?e2t. 


4.4.2 ” 常 系数 线性 微分 方程 组 的 逆 算 子 的 形式 圭 级 数 展开 法 


现 设 A(D) 是 nxn 阶 算 子 多 项 式 矩阵 , f(t) = ( 矿 ()… ,fn( 四 ), 则 一 般 的 
常 系数 线性 微分 方程 组 可 以 表示 为 如 下 形式 : 


4(D)z = f(t). (4.25) 


这 里 , 主要 研究 将 算 子 多 项 式 矩 阵 的 逆 A-!(D) 和 (ED - A)-! 展开 成 形式 各 
级 数 的 应 用 , 从 而 得 到 求解 常 系数 线性 微分 方程 组 的 若干 公式 . 
定义 4.4 ” 设 函数 矩阵 A(Z) 非 奇异 , 其 逆 阵 A-1(Z) = A*(2Z)14(2)l! 可 以 
te 
展开 成 Z 或 2-! 的 备 级 数 , 即 A-'(2) = 》，BiZ!( 其 中 B 是 nxn 常数 矩阵 )， 
ee 
te 
则 称 4-:(D) 可 以 形式 地 展开 成 D 或 D-: 的 备 级 数 , 记 为 A-X(D) = > BiD' 
te 
+t 
引 理 4.6 。 设 4-!(D) 有 形式 窒 级 数 展开 4-:(D) = > BiD', 且 
te 


+% 
5 BiD'f(t) 收敛 , 则 方程 (4.25) 有 特 解 


-4-D)1O= BDF), (4.26) 
a 


其 中 Dif(t) = 了 9(#),D-f(t) = / ”yat 在 D-1f(t) 中 所 仿 的 独立 任意 常数 的 
个 数 则 由 阶 数 deg |A(D)| 所 决定 - 
证 明 ”因为 


1-00 -oo 


Ee +% 
AD)z* =4(D) | 2 ayg| = A(D) 要 an] f(t) 
=[A(D)AT DI) = 08), 
所 以 , 方程 (4.25) 有 特 解 (4.26). 
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引 理 4.7 ”微分 方程 组 A(D)z = extPm(t, 可 以 化 为 A(D + 和 )y = Pm(t) 
求解 
证 明令 z=e'y, 根据 算 子 多 项 式 的 运算 法 则 , 有 


A(D)z =4(D)exty = 4A(D)ex 志 


= [Emel] = [Ee (D+ su 
pl nxl ml nxl 
=e*A(D + Ny, 


其 中 A(D) = (ay(D)nxn,y = (ee dn). 
因此 , 方程 A(D)z = e*!Pm(t) 在 变换 z = eMy 下 可 变 为 etA(D + My = 
extPn(tb, 即 A(D + My = Pm(t) 求解 


定理 4.8 ” 设 A(D) 非 奇异 , |4(D + 入 | = 革 biD', 则 常 系数 线性 微分 方 
= 
程 组 


A(D)z = e*Pm(t) (4.27) 

有 特 解 公式 a 
z" =eM4"(D+A > hD'Pm(t). (4.28) 

wh 


证 明 ” 据 引 理 4.6 及 其 证 明 过 程 知 , 方程 (4.25) 的 特 解 为 


ex4-ID+APn(b 
一 ex4(D+AI4D+ APn(b， 


tm m 
因为 A(D) 非 奇异 , 且 |A(D + NI-:Pn(tb) = DD biD'Pm(t) = 》 bDIPn(t) 收 
hy 


bs Cy 
敛 . 所 以 , 根据 引 理 4.6, 式 (4.28) 是 方程 (4.27) 的 特 解 . 

下 面 主要 讨论 一 阶 常 系 数 线性 微分 方程 组 的 逆 算 子 的 形式 备 级 数 展开 法 . 
考虑 

(ED - A)z = e* Pm(t), (4.29) 

其 中 A 是 nn 阶 矩阵 , z= (zi ,zn)"， Pm(t) = (Pm (tb) , Pnn(t))™, Pm (t)(i = 
1 n) 是 mi 次 多 项 式 , m = max{mi,… ,mn}- 

引 理 4.8 ” 设 矩 阵 4 非 奇异 , 则 逆 算 子 (ED - 4) :+ 有 形式 军 级 数 展开 式 


(ED- A)!=-D A'D = -A (E+A D+...+A D+...). (4.30) 


1 
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引 理 4.9 ” 逆 算 子 (ED -- 4)-: 有 形式 备 级 数 展 开 式 


(ED- 4) 一 = ap =D- (E+AD +..….+AD +..). (431) 
Ei 

以 上 两 引 理 明 显 , 故 略 去 证 明 . 有 以 下 定理 . 

定理 4.9 ” 设 和 不 是 矩阵 A 的 特征 根 , 则 线性 微分 方程 组 (4.29) 有 特 解 
公式 为 
= —e*(A—AE) [Pn(t)+(A—AE)- P(t)+::.+(A—AE)-"™" PU")(t)]. (4.32) 

证 明 令 z = esty, 则 (4.29) 可 以 化 为 [ED - (4 一 和 AE)ly = Pm(t), 其 
特 解 为 

y=[ED- (4- AE) Pn(t), 

因为 入 不 是 4 的 特征 根 ， 所 以 4 一 AE 非 奇 异 , 应 用 (4.30), 并 注意 到 D"™1Pml(t) = 
04> mm 十 2 故 有 一 - 呈 u- 和 AB)-D':Pntt) = 一 (4-ABE)-D-:Pntb 收 
仇 根据 引 理 46, 有 


y=[IED-(A- ME) Pm(t)=— ; (A—AE)"'DT™ Pn(t), 
= 
因此 , 可 以 得 到 方程 (4.29) 有 特 解 
mt 
z= = -ee 3 (A -AE)"'DT Pn(t), 


i 


即 (4.23). 
现 考虑 如 下 一 阶 常 系数 齐 次 与 非 齐 次 线性 方程 组 
(ED— A)z =0, (4.33) 
(ED - 4)z = f(t). (4.34) 
有 下 述 定 理 . 


[0 
定理 4.10 ”方程 (4.33) 的 通 解 为 = = e4+C; 若 级 数 Ee 六 f(Dat 收 
敛 , 则 方程 (4.34) 有 通 解 为 
+ 
eA | 
z=esC+) 4 [ra, (4.35) 


I 
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1 个 
四 外 


De 
其 中 记号 人 at 表示 ! 重 定 积分 , 即 人 人/ 人 La 


证 明 ”方程 (4.33) 的 通 解 可 写成 = = (ED 一 A)-! . 0, 当 用 逆 算 子 (4.31) 展 
开 式 的 右 端 去 作用 于 0 时 , 我 们 有 


Dt.0= oat=C( 党 向 量 )， 
D-?.0=D-!(D-!.0)= feu =Ct, 


D-3.0=D-I(D-2.0) = J cu 于 二 ce， 


用 数学 归纳 法 易 证 D-1 .0= Ct 1 于 是 ,有 


(一 Ly 


-ip-t (a 
bE D-!.0= Er TA Li 
BC+ AMC+EARC+. t+ 


Ti 
一 etC 
收敛 . 所 以 , 根据 引 理 4.6, 方程 (4.33) 有 通 解 > = (ED - A)-! .0 = e4tC. 


四 
类 似 可 以 证 明 ; z* = 洋 Ai- 人 了 (Dadt 是 方程 (4.34) 的 特 解 , 再 根据 解 的 结 


所 
构 定 理 , 得 (4.35) 是 (4.34) 的 通 解 ， 
例 4.6 ” 求 下 列 微分 方程 组 的 特 解 : 


271 -272—r3—3t—1, 
£2 = 371—272— 3r3—t2+2t—4, (4.36) 
=—z1+T2+273 + 他 一 5t 十 3. 


解 ”利用 定理 4.9 的 公式 (4.32) 来 求 特 解 . 由 于 


， Pa(t) = 


wim ol 
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故 代入 公式 后 , 有 (4.36) 的 特 解 
zw*=—A-![P2(t) + A-!PS(t) + A-?PSZ(t)] 


2 (ler lr T0244 204 2 2) 
=(-¥ +9t+ 37: 了 + 下 3 ++ 


4.4.3” 变 系数 线性 微分 方程 的 逆 算 子 的 形式 稼 级 数 展开 法 


变 系数 线性 微分 方程 组 也 可 以 用 逆 算 子 的 形式 寨 级 数 展开 法 来 求解 ， 这 里 只 
介绍 我 们 得 到 的 几 个 简单 结果 . 先 引 入 有 关 的 定义 和 记号 如 下 : 
(1) 微分 算 子 D" 与 积分 算 子 D-". 


nd 
DD" 


ff) em 
bp™=/ 四 le 


(2) 变形 积分 算 子 D-np(z),(D-"p(z))* 
Orz) = 人 (三 ) ro)", 


(D™"p(z))*.= (D-"p(z))…(D-p(z) 


一 (BD (4.38) 
sD el 


需要 注意 的 是 , 在 通常 情况 下 , (D-"p(z))* 关 D_"*p*(z), 除非 p(z) 为 常数 . 
首先 考虑 一 阶 线性 齐 次 与 非 齐 次 微分 方程 


y+p(z)y=0 或 D+plzjljy= 0， (4.39) 


y+p(z)y = f(z) 或 D+p(z)]y = f(z). (4.40) 


利用 北 算 子 的 形式 军 级 数 展开 法 , 可 得 到 关于 (4.39) 和 (4.40) 的 熟知 的 解 
公式 . 
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定理 411 设 p(z) 可 积 , 则 方程 (4.39) 可 积 , 且 有 通 解 公式 
y= Ce Tr}. (4.41) 
证 明 。 由 于 一 阶 线 性 微分 算 子 
D+ p(s) = DGL+D-ip(a) = OD+zta)-: = (1+ Dip(a))- D1, 
放 有 闻 算 子 (D + p(z))-! 可 展开 成 如 下 形式 军 级 数 ; 
D+p) = EDD-ip(n))D, 
其 中 约定 (D1p(z) 二 1 于 是 , 方程 (4.39) 的 通 解 可 表示 为 


v0) =D +P.0= D-DD ip(a) (D+.0) 


Ce 
-Ec Di(D-ip(z)'C (四 为 0= /w=0) 


-Dev(f rm) deiC. 


由 数学 归纳 法 易 证 明 


(/ ny) dz = 下 (3) § (4.42) 


事实 上 , 当 i=0 时 , (4.42) 明显 成 立 ; 
假设 1= 上 时 有 (4.42) 成 立 , 即 有 


(/ 9) 邮 - 直 (人 dz 
则 i=k+1 时 ,有 


([ 0) a 人 za [ 9) ee] 
SA 路 moar) a kk plzjdz 


A (fe). 
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所 以 (4.42) 对 于 i= 上 十 1 仍 成 立 . 
根据 数学 归纳 法 原理 , 有 (4.42) 成 立 . 
因此 , 方程 (4.39) 有 通 解 公 式 为 


yl “core 
=D 3([ rs) C= Ce Tr(as, 
亦 即 方程 (4.39) 是 可 积 的 . 
类 似 可 以 证 明 
定理 4.12 ” 设 p(z), f(z) 可 积 , 则 方程 (4.40) 可 积 , 且 有 通 解 公式 
y=e /res (ff aeroerdz) | 
证 明 ”与 定理 4.11 的 证 明 相仿 , 有 方程 (4.40) 的 通 解 为 
¥ (D+p(z)) f(z) 
~ 
= CD Pe) Dr) 


= 


= Ce lr)e + Ec 网 ra] 网 ydz| dz (4.44) 


对 于 (4.44) 的 第 二 项 中 的 er [/ “ef 79) j(z)az 反复 应 用 分 部 积分 


法 可 得 (4.44) 的 第 二 项 , 故 式 (4.43) 与 (4.44) 形式 相同 . 
余下 的 问题 是 需要 证 明 (4.43) 右 端的 第 二 项 在 A。 上 是 收敛 的 . 
事实 上 , 因为 p(z), f(z) 可 积 , 所 以 它们 在 A 上 有 界 , 记 


Mp= ry lp(z)|, Mr = IC 
反复 利用 积分 不 等 式 | 三 dz| < | 三. ldz| 有 


ev (frm) (£ tar) es| < MMr te 4) 
这 是 因为 


|eo(Ae) (fw) (fo) fra 
eal [es 
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MM 1 so < MM pet 
Mr < tt 


由于 级 并 在 让 tl = MpaMr(es 一 1, 故 由 魏 尔 斯 特 拉 斯 判别 法 知 , (4.43) 


六 的 第 一 项 在 4a 上 是 收敛 的 
其 次 , 考虑 二 阶 线性 微分 方程 
Za(z,D)y =[D? + pi(z)D + pa(z)]y =0, (4.46) 
Ja(z,D)y =[D? + p1(z)D + pa(z)]y = f(z). (4.47) 
定理 4.13 。 设 pi(z),pz(z) 可 积 , 则 方程 (4.46) 有 通 解 


总 1 [f: rn oem Wodza， (4.48) 


0 


其 中 we bho = Ci 广 。 避 mraz + Cz 还 有 解 的 导数 为 


ane [0 : 守 下 el (sdspa(z) 
[ fe p(s)ds 六 es] aaa (4.49) 
定理 4.14 。 设 pi(z),pz(z),/(z) 可 积 , 则 (4.47) 有 通 解 
y= DC [ 三 人 oem] wa (4.50) 


气 


其 中 Vz e hy = 如 + Ca elmsm(etzpa(zjyrdza(yo 同 定理 4.13). 
证 明 略 . 
方程 (4.46) 还 可 以 经 过 变换 y = e- 二 [Pte)dzu 化 为 


[D? + Q(z)ju=0, (4.51) 
其 中 Q(z) = -Go) - 让 人) + Po. 有 以 下 定理 - 
定理 4.15 。” 设 Q(z) 可 积 , 则 (4.51) 有 通 解 公式 


2 
= [0 oo (GES (4.52) 
ed 加 
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证 明 ”因为 D + Q(z) = D?(1+D-?Q(z)), 所 以 ,有 着 算 子 的 形式 军 级 数 展 
开 式 为 和 
D+Q@)" = DDD ?QD 


3 


于 是 , 二 阶 方程 (4.51) 有 通 解 


ulD? + (1.0= (Up)'D-2.0 


= (-D'D-?Q(a)(czr + eo) 


气 
oo 2 I 
= Q(z)| (cz + ca)dz™, 
3 [CE ) | (cr + 02) 
这 就 是 (4.52)， 易 证 上 式 右 端 在 As 上 一 致 收敛 , 故 (4.52) 确实 是 方程 (4.51) 的 
通 解 . 

关于 变 系数 线性 微分 方程 组 的 逆 算 子 的 形式 军 级 数 展开 法 , 有 兴趣 的 读者 可 参 
见 文献 (化 存 才 , 2007) 

例 4.7 设 a 土 让 是 特征 方程 r?+pr+9g = 0 的 根 , 试 证 明 二 阶 常 系数 线性 
微分 方程 y' + py + qy = 0 有 通 解 公式 y = e**(ci sin Bz + ca cos pz). 

证 明 。 由 条 件 得 "+pr+g= (r 一 aj? 十 B2, 故 有 D2?+pPD+9g= (D 一 o)2 十 B2， 

令 y = esruw 则 方程 (D2+PD+9)y= 0 化 为 

(D2+ 2)u = 0， 

利用 (4.52), 并 取 zo 二 0, 可 以 得 到 原 方程 的 通 解 为 


y= rd ep) 0 
= “cv([) Gra 

pn [s, 
-| 


00 [a BE aa 呈 CUia) 
Se Ee» Gr to 舍 ] 


一 ee=(ousinBz+cacospz)， 


其 中 c= 0-1auca = 
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例 4.8 求 艾 里 (Airy) 方程 y - zy=0 在 zo=0 附近 通 解 的 近似 表达 式 . 
解 ” 利 用 (4.52) 来 求解 . 取 zo 二 0, 有 通 解 的 近似 表达 式 


w= ([ fs) ran 


0 


oe G+i) 十 czz (1+ 让 *) 


还 可 以 通过 计算 得 知 这 里 的 近似 解 满足 方程 的 误差 达到 y" -- zy = o(z4). 
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前 面 所 讲 的 内 容 已 小 及 了 求 常 系数 非 齐 次 线性 微分 方程 组 特 解 的 待定 系数 法 ， 
它 不 失 为 常用 方法 , 但 是 推导 过 程 却 很 繁杂 , 在 求解 时 还 常常 会 出 现 问题 . 本 节 将 
基于 算 子 方法 来 推导 常 系数 非 齐 次 线性 微分 方程 (组 ) 的 待定 系数 法 ， 然 后 再 进 一 
步 给 出 用 待定 系数 法 求 特 解 的 充 要 条 件 和 公式 . 

先 讨论 用 算 子 方法 来 推导 竺 定 系数 法 ， 

以 L(D) = D*+aD"-:+… 十 an-iD+an 表示 算 子 D = 是 的 多 项 式 ,Po() 


表示 m 次 多 项 式 , L(r) = mm 十 aar" 十 … 十 an-i7 十 an = 0 表示 特征 方程 
引 理 4.10 mm 阶 常 系数 非 齐 次 线性 微分 方程 


L(D)z = exPn(t) (4.53) 
的 特 解 是 下 列 齐 次 线性 微分 方程 : 
(D -Ar+iz(D)z=09 (4.54) 


的 解 . 
证 明 设 z= y(t) 是 方程 (4.53) 的 解 , 则 有 Z(D)p(t) 三 eMPm(t), 又 由 4.3 节 
知 , eXPm(t) 是 齐 次 微分 方程 (D - Nm+ly = 0 的 特 解 , 故 有 


GD- Nm+iLL(Djz= (D - Nm+iextPn(t) = 0， 


亦 即 z = p(t) 满足 方程 (4.54). 这 就 表明 , 非 齐 次 线性 微分 方程 (4.53) 的 解 是 齐 次 
线性 微分 方程 (4.54) 的 解 . 

定理 4.16 ” 设 和 是 特征 方程 L(r) = 0 的 大 重 根 (k > 1), 则 ” 阶 常 系数 非 齐 
次 线性 微分 方程 (4.53) 有 形 如 z* = tteXQm(t) 的 特 解 , 其 中 Qm(t) 表示 m 次 多 
项 式 . 


148 - 第 4 章 常 微分 方程 的 算 子 解法 


证 明 ”由 所 给 的 条 件 知 , Z(r) = (r 一 和 *Li(r), 且 和 不 再 是 Za(r) 的 根 , 故 有 
算 子 分 解 式 L(D) = (D - 和)*L1(D). 根据 引 理 4.10, 非 齐 次 方程 (4.53) 的 特 解 是 方 
程 (4.54) 的 解 ; 而 方程 (4.54) 现在 变 成 (D - 和"+*+1L1(D)z = 0, 它 有 通 解 为 


nit 
ze D att+al) 
气 


m+ktl 


k 
= 人 ae-+ zl] +e > ott! 
Ee ie 


=2(t) + 2°(t), (4.55) 


志 
其 中 z(t) 是 齐 次 方程 Di(D)z = 0 的 通 解 , z(t) = ex 》 citi-: + 5(t) 恰好 就 是 齐 


I 
mthtl 
次 方程 L(D)z = 0 的 通 解 , z*(t) = eX 》 ， citi-:. 因此 , 将 通 解 (4.55) 代入 方程 


Perr 
mthtl 


(4.53) 去 求 出 (4.53) 的 特 解 , 实际 上 就 是 求 (4.53) 的 形 如 (1) = ext ot! 二 
teeNtgn(g) 的 特 解 es 

下 面 考虑 线性 微分 方程 组 的 情形 . 

设 么 是 n 阶 常 系数 矩阵 , =(zi(b) ,zstb)F，Pn(O=(Bn (PosO)m， 
其 中 Pn (9) 为 mi 次 多 项 式 ,m = maxfma'… ma). 


引 理 4.11(Hamilton-Cayley) 记 La(r) = |rE 一 4| 为 4 的 特征 多 项 式 , 则 
有 LA(4) =0. 


引 理 4.12 ”一 阶 常 系数 非 齐 次 线性 微分 方程 组 


= 4z+eMPmtb， 或 (ED- A)z=e*Pn(lt) (4.56) 
的 解 是 下 列 齐 次 线性 微分 方程 组 : 
(D-AN™ED- Alz=0 (4.57) 


的 解 . 


证 明 记 La(r) =|rE 一 A| 为 4 的 特征 多 项 式 , 则 由 引 理 4.11 知 ,有 上 4(A4) = 
0 从 而 有 La(D)E =|ED AlE = B(D)(ED 一 A), 其 中 B(D) 为 算 子 多 项 式 矩 阵 . 
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现 设 = = %(t) 是 方程 (4.56) 的 解 , 则 有 (ED - A)w(t) = exPm(t), 于 是 有 


(D—N™ED— AlEY(t)= (D— A™"B(D)(ED — A)Y(t) 
D - A™+1B(D)e* Pm(t) 

= BD)D — N™ epmn(t) 

= B(D).0 

=0, 


亦 即 = = w(t) 满足 方程 (4.57). 这 说 明 , 非 齐 次 线性 微分 方程 组 (4.56) 的 解 是 齐 次 
线性 微分 方程 组 (4.57) 的 解 . 

定理 4.17 设 入 是 4 的 上 重 特征 根 (k > 1), 则 非 齐 次 线性 微分 方程 组 (4.56) 
具有 形 如 2*(t) = eXQm+x(t) 的 特 解 , 其 中 Qtktb = (AD ,QI(D)T 

证 明 ”由 条 件 知 , La(r) = (r 一 和)*Lz(r), 且 和 不 再 是 Za(r) 的 根 , 故 有 算 子 
分 解 式 LA(D) = (D 一 和 )*L2(D). 根据 引 理 4.12, 非 齐 次 方程 (4.56) 的 特 解 是 方程 
(4.57) 的 解 , 而 方程 (4.57) 现在 是 (D 一 和 "+*+1L2(D)z = 0, 它 相当 于 n 个 齐 次 微 
分 方程 


(D-N™riLa(D)e; =0, j 


它们 分 别 有 通 解 
mtktl 
zj=e Deuti +a) = eG (t) + z(0), (4.58) 
Et 
其 中 z(t) 是 齐 次 方程 [2(D)z; = 0 的 通 解 . 因此 将 通 解 (4.58) 代入 方程 (4.56) 去 
求 出 (4.56) 的 特 解 , 实际 上 就 是 求 (4.57) 的 形 如 z*(t) = exQn+x(t) 的 特 解 . 
引 理 4.13 ”一 阶 常 系数 非 齐 次 线性 微分 方程 组 (4.56) 的 解 是 下 列 齐 次 线性 
微分 方程 组 : 
(D—_N™HED- A)z=0, 1>0 (4.59) 
的 解 . 
定理 4.18 设 入 是 4 的 大 重 特征 根 (k > 1), 则 非 齐 次 线性 微分 方程 组 (4.56) 
具有 形 如 z*(b) = eQn+t(t) 的 特 解 , 其 中 Qnrt(b = (QQH(0 ,8 加 (0) 其 
中 0<1< 上 可 与 和 的 重 数 无 关 . 
事实 上 , 定理 4. 18 表明 , 微分 方程 组 的 特 解 形式 与 单个 的 微分 方程 有 区 别 , 即 
方程 组 (4.56) 的 特 解 形式 可 与 A 的 特征 根 的 重 数 无 关 . 
下 面 , 作为 定理 4.18 的 结果 的 具体 应 用 , 我 们 将 进一步 讨论 线性 微分 方程 组 
(4.56) 的 待定 系数 法 , 并 给 出 微分 方程 组 (4.56) 存在 特 解 的 充 要 条 件 和 公式 . 
有 如 下 的 一 些 结果 . 
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A 
定理 419 设 和 是 4 的 特征 根 , (和) - ”rut-:, 则 非 齐 次 线性 微分 方 
程 组 (4.56) 具有 形 如 =* = exQw :kt) 的 竺 解 的 过 朗 条 件 是 线性 代数 方程 组 


(A-AB)émieri=0, 大 >2， (4.60a) 
(4 -ME)5 = l6n, m+2<1l<m+k, (4.60b) 
(A-ME)61=l6mn -Th 1g<igm+l (4.60c) 
有 解 , 进一步 , 特 解 为 Ne 
md 有 kt 
m= > (4.61) 


= 


当 取 上 = 1 时 , 无 (4.60b); 当 取 k 二 0 时 , 线性 方程 组 (4.60a)~(4.60c) 变 为 
(4 一 AE)5nfi= 一 mt (A+AE)6=l6m-- Th, 1<igm (462) 


证 明 。 仅 证 k >2 时 的 结论 , 其 人 的 同 理 可 证. 
由 定理 4.18, 方程 组 (4.56) 有 形 如 "= evQn+k(t) 的 特 解 ,将 其 写成 形式 
i 
Ep 


i 
代入 (4.56), 经 计算 , 整理 后 得 到 
mtk mtl 

DO lem + AE- A + OE- Asmrnt™™ = Tot 
= 分 
比较 系数 便 得 线性 代数 方程 组 (4.60a)~(4.60c)(k >2), 因此 , (4.56) 有 形 如 (4.61) 的 
特 解 的 充 要 条 件 是 (4.60) 有 解 61, 代入 (4.61) 后 , 就 得 到 (4.56) 的 特 解 2*(t). 

定理 4.20 设 和 是 4 的 特征 根 , 则 与 (4.56) 相应 的 齐 次 线性 微分 方程 组 
(BD - 4)z = 0 有 形 如 (4.61) 之 特 解 的 充 要 条 件 是 如 下 线性 代数 方程 组 有 解 : 


{ (4 一 AE)5n+krl =0, 


(4.63) 
(4 一 AB)54 = 1 1<1<m+k 9 


证 明 ”这 是 定理 4.19 的 推论 . 
定理 4.21 ” 设 不 是 4 的 特征 根 , 则 方程 (4.56) 有 唯一 的 特 解 : 
mt 


z= Ne, (4.64) 


i 
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其 中 87 是 (4.62) 的 唯一 解 . 
证 明 ”在 比较 系数 时 与 定理 4.19 中 当 取 二 0 时 的 情形 相同 , 此 时 我 们 就 得 
到 线性 代数 方程 组 (4.62); 由 于 在 这 里 和 不 是 A 的 特征 根 , 故 4 -AE 非 奇异 , 从 
而 方程 组 (4.62) 存在 唯一 解 看 (1 = 1,-… ,m), 代入 (4.61) 后 便 得 方程 (4.56) 有 唯 
一 特 解 (4.64). 
例 4.9 。” 求 下 列 微分 方程 组 的 特 解 : 
和 二 T2 一 T3 十 1 一 可 
zj2 =T1+T2+t 一 相 ， (4.65) 
ts=71+73+2t—t—1. 


解 ” 可 用 定理 4.20 来 求 (4.65) 的 特 解 . 


0 1 -1 
11 0 
10 1 


1-t 1 -1 0 条 
| t 一 要 [| 0 | 1 | 四 
i Ee 


A= 


-1+2t -六 


因为 =0 是 A 的 特征 根 , 所 以 代数 方程 组 (4.63) 现在 是 形式 
4653 = -Ta， 462 =- 263 - Fa， Adi=62 - Ti， 
由 此 可 解 出 一 组 解 
=(-L1,D)T, 62=(1,0,-D)T, 63=(0,1,1)", 
代入 (4.64)(k = 0) 得 方程 (4.65) 的 一 个 特 解 是 
z=(-1+61+t,1-t+0)T. 


习 古 4 
1 举例 说 明 , 如果 L,(D), La(D) 不 是 常 系数 , 则 它们 不 符合 交换 律 . 
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2 设 Li4(D), La(D) 为 D 的 党 系数 多 项 式 , 定义 函数 hz) = [2(D) D719), stz) 一 
五 (D) 二 条 )f(9), 试 证明 Ma) - stz) 只 能 是 LA(D)y 一 0 的 解 
3. 求 下 列 方程 的 通 解 : 


(D (D-DD-2)y=e +e™; (2) (D?+ Dy = cos 3z + 2sinz; 
(3) (3D? +2D+ y=27?+z+l; (4) (D? +6D + 13)y = eas cos2z. 
4. 求 下 列 微分 方程 的 通 解 : 

(Dy -2 +y= (Dy +4y +13y =0; 


(全 -5y +y 
(5) y+ 4y = zsin2z; 
5. 求 下 列 微 分 方程 的 通 解 : 
(y+ -2 (Dy +6Y +13y =0; 
(3) ”5y +6y = e sinz; (0) +4y = re. 
6. 求 下 列 微 分 方程 组 的 解 : 
宇 =z 一 到 二 ef， 
Wy a 
Ea 


| 


0 (Wy -2 -y+ 
(6) y” 十 2ky + 2k?y = 5k? sin kz 


= y+ 
dz 
Fg 至 =z-2+1+e 
(9) 上 (4) 于 = 
黑 =-z+1 Fa 
至 = zz+3+ 由 


7. 求 二 阶 线性 微分 方程 Y' + 
8. 求 下 列 微分 方程 组 的 特 解 : 


| 和 一 2zi - 2za 一 za 一 3 一 1 


= 0 的 在 zo = 0 附近 通 解 的 近似 表达 式 . 


加 = 一 3zl 一 2za 一 3z3 一 人 十 村 一 和 
z3= -zl 十 ia 十 2rs 十 经 一 嘴 十 3 
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第 5 章 。 常 微 分 方程 的 数值 解法 及 其 C 程序 设计 


前 面 几 章 介绍 了 常 微分 方程 (以 下 简称 微分 方程 ) 的 几 种 解法 : 分 离 变 量 法 、 
常 系数 齐 次 线性 方程 (组 ) 的 解法 、 常 数 变易 法 等 .我 们 发 现 能 通过 初等 积分 法 求 
解 的 方程 仅 有 很 少 的 一 些 类 型 , 绝 大 部 分 从 实际 问题 中 提出 的 微分 方程 (组 ) 往往 
求 不 出 其 解析 解 . 而 在 实际 问题 中 , 对 于 复杂 微分 方程 的 求解 , 一 般 只 需要 得 到 解 
在 若干 个 点 上 的 近似 值 或 者 解 的 便于 计算 的 近似 表达 式 (只 要 满足 所 规定 的 精度 ) 
即 可 , 本 章 将 选 讲 关于 微分 方程 初 值 问题 的 基本 数值 解法 及 其 C 程序 设计 . 


5.1 基本 概念 
一 阶 微分 方程 的 初 值 问题 为 


dd 
{ 里 = /te 由， 人 
3y(zo) = yo. 

寻求 微分 方程 初 值 问题 (5.1) 的 数值 解 , 就 是 求解 函数 y = y(z) 在 一 系列 离散 
点 zi(i = 1,2,… ,n)( 称 为 结 点 (node)) 上 精确 值 y(z1), y(z2), …, y(zn) 的 近似 值 
轴 , Va, …, yn. 在 使 用 数值 解法 求解 微分 方程 初 值 问题 时 , 一 般 是 按 以 下 步骤 : 

(1) 引入 点 列 {zi}, 其 中 rz = zi 二 hi i = 1,2,…. hi 称 为 步 长 . 为 了 便于 使 
用 计算 机 进行 编程 计算 , 一 般 取 步 长 为 定 值 , 即 入 


z=70+ih =01 (5.2) 


(2) 寻求 数值 解 的 方法 , 即 寻求 由 Wi- 计算 出 yi(i = 1,2,… ,n) 的 递 推 公式 . 
(3) 利用 (2) 中 的 格式 逐步 求 出 近似 解 yi, yo …, yn 


5.2 Euler 法 


Euler 法 又 称 Euler 折线 法 , 它 是 解 常 微分 方程 的 数值 方法 中 最 简单 的 一 种 方 
法 . Euler 法 的 基本 思想 是 : 在 每 一 个 小 区 间 上 , 用 一 条 切线 来 代替 原 函数 曲线 . 从 
整体 上 看 就 是 用 一 条 折线 来 代替 解 (或 积分 ) 曲线 , 并 以 此 来 求 取 一 系列 离散 结 点 
处 函数 的 近似 值 . 
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5.2.1 Euler 法 
对 于 一 阶 微分 方程 初 值 问题 


Y= f(y), be 

yz0) = 加 5 

考虑 在 结 点 x, 的 导数 y (ri) 用 差 商 Meta) 一 代替 , 则 (5.3) 可 近似 地 写成 
Vzir1) ~ ys) + hf (zo yz0)), =012 (5.5) 


从 zo 出 发 , 由 初 值 (5.4), 并 利用 (5.5) 就 可 以 得 微分 方程 精确 解 的 值 y(zi) 的 
近似 值 yy = yo +hf(zo,wo), 再 以 ys 作为 y(z1) 的 近似 值 代入 (5.5) 的 右 端 , 可 得 
Vz2) 的 近似 值 yo = yn + hf(z1,n), 继续 做 下 去 , 一 般 可 写成 

Viri = +hf(zny), i=0,1,2,... (5.6) 
这 种 方法 称 为 解 初 值 问 题 的 Buler 法 . 公式 (5.6) 称 为 求解 初 值 问题 (5.3) 和 (5.4) 
的 Euler 公式. 

Euler 法 的 几何 意义 如 图 5.1 所 示 ， 初 值 问题 (5.3) 和 (5.4) 的 解 曲线 y(z) 
过 点 Po(zo,yo), 从 局 点 出 发 以 f(zo,yo) 为 斜率 作 直 线 , 与 直线 z = zi 交 于 点 
(zwn), 显然 , w = yo + hf(zo,yo)， 再 从 P 点 出 发 以 f(z1,y4) 为 斜率 作 直 线 
段 , 与 直线 z = z2 交 于 点 己 (z2,y2), 以 此 类 推 . 这 样 就 得 到 解 曲线 的 一 条 近似 折 
线 万 万 万 一 , 所 以 , Euler 法 又 称 Euler 折线 法 . 


图 5.1 


在 用 Euler 法 求解 一 阶 微分 方程 初 值 问题 (5.3) 和 (5.4) 时 , 实际 上 是 利用 Puler 
公式 yt = 如 十 有 (zi,a) 进行 计算 , 计算 出 的 近似 值 w+1 与 精确 值 y(zi+i) 之 间 
必然 是 有 误差 的 , 所 产生 的 误差 为 
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Ren = Vz) 一 w+ (5.7) 


其 中 Rt 表示 在 (zit1,yin) 点 处 的 误差, 称 为 局 部 截断 误差. 
下 面 对 Euler 法 的 局 部 截断 误差 进行 估计 . 
将 函数 y = y(z) 在 点 z; 处 进行 Taylor 展开 ,， 


VD) = + 2 + + 


将 z=zitlh=zin 一 zi 代入 上 式 , 则 有 


vet) = us) + (E+ + OE +, 


注意 到 
= Yr), yr) = f(zoy(z0)) = f(zom), 
可 得 , 
Rn yt) hn = + +. (58) 


观察 (5.8), 可 以 发 现 , 当 步 长 h 趋 于 零 时 ，R;,， 是 h? 的 同 阶 无 穷 小 ， 记 为 
ON2). 由 此 可 知 , 我 们 用 Euler 折线 法 求解 一 阶 常 微分 方程 初 值 问题 (5.3) 和 (5.4) 
时 , 在 某 一 结 点 处 的 局 部 截断 误差 与 选择 的 步 长 的 平方 成 正比 ， 如果 求解 公式 的 
局 部 截断 误差 是 O(hP+!), 则 称 该 求解 公式 是 p 阶 的 , 或 者 具有 p 阶 精度 的 ， 因 此 ， 
Euler 折线 法 是 具有 一 阶 精度 的 一 种 数值 方法 . 

作为 理论 误差 的 应 用 , 在 用 计算 机 编程 进行 数值 解 计算 时 , 可 以 通过 式 (5.8) 和 
给 定 的 误差 要 求 初步 确定 步 长 h 和 选取 的 点 的 个 数 n. 例如, 如 果 给 定 的 计算 误差 
为 已 re [o, 路 则 可 通过 

ha VE 
初步 确定 出 步 长 h, 进行 适当 调整 , 使 得 等 式 nh = b ~ a 成 立 , 并 尽 可 能 地 取 n 为 
整数 , h 为 有 限 小 数 . 
由 上 面 的 分 析 , 可 以 很 容易 得 出 Euler 折线 法 的 递 推 结构 : 
(1) 令 za = zo 十 h, 使 用 计算 公式 
=o +hf(zo,y) 
计算 ya; 

(2) 输出 z1 和 y, 并 使 zo = z1, yo = 加, 重复 以 上 过 程 . 

下 面 通过 实例 给 出 Buler 折线 法 的 C 源 程序 . 

例 5.1 ”使 用 Euler 折线 法 求解 初 值 问题 


156 - 第 5 章 。 常 微分 方程 的 数值 解法 及 其 C 程序 设计 


业 =z+ 
dz Tih ogzrgl, 
y(0)= 


取 步 长 为 h=0.1. 
解 ”这 个 方程 的 精确 解 是 y= 2e* - z 一 1, 此 时 Euler 公式 的 具体 形式 为 


itl = + h(zi + Hh). 
C 源 程序 为 


#include <stdio.h> 
#include <math.h> 
float F(float x,float y) 
{ 
return x+y; 
F 2 
main() 
{ 
float x0,y0,x1,y1,h; 
int n, 15 
printf ("Input data x0 yO h n="); 
scanf ("XEX£XIXd" ,kx0, gy0, &h, kn); 
Printf("\nX1i5cX15c%1Sc", ay ?xy 77? 
Printf("\n 本 
for(i=0ii<44;i++) printf("-"); 
Printf("\nX15dX15.6£X15.6f",0,x0,y0); 
for(iel;icen;it+) 
{ 
x1=xO+h; 
yi=yO+h*F (x0,y0); 
Printf ("\nX15d%15.6£%15.6f",1,x1,y1); 
xO=xl; 
yO0=y1; 


了 
运行 结果 为 
Input data x0 y0 h n=0 1 0.1 10 
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n x y 
0 0.000000 1.000000 
1 0.100000 1.100000 
2 0.200000 1.220000 
3 0.300000 1.362000 
4 0.400000 1.528200 
5 0.500000 1.721020 
6 0.600000 1.943122 
各 0.700000 2.197434 
8 0.800000 2.487178 
9 0.900000 2.815895 

10 1.000000 3.187485 


注意 到 在 用 Euler 公式 计算 w+ 时 只 用 了 前 一 步 的 值 y, 称 为 单 步 法 . 在 用 
Euler 法 求解 时 , 如 果 y 已 知 , 将 它 代入 Euler 公式 (5.6) 的 右 端 即 可 得 到 w+:, 因 
此 Euler 公式 (5.6) 为 单 步 显 式 公式 . 单 步 显 式 公式 的 一 般 形式 为 


{ yn = m+ hp(zo0h), i=0,b, ,nl, 
\w 


其 中 yp(z,y,h) 称 为 增 量 函数 ， 例 如 ，Euler 公式 (5.6) 的 增 量 函数 为 p(z,y,h) = 
f(z, 9). 
5.2.2 ”梯形 法 
可 以 注意 到 , 在 用 Euler 法 求解 常 微分 方程 初 值 问题 时 计算 简单 、 计 算 量 小 、 
程序 简洁 , 但 是 , 计算 精度 却 很 低 . 为 了 提高 计算 精确 度 , 同时 又 保持 计算 简单 , 程 
序 简洁 的 优点 , 我 们 给 出 梯形 法 . 其 基本 思想 是 : 在 每 个 小 区 间 上 , 仍然 用 一 条 直线 
来 代替 原 函 数 曲 线 , 但 是 这 条 直线 较 Euler 折线 法 中 的 切线 更 近似 于 解 函 数 曲线 . 
为 寻求 这 条 直线 , 考虑 微分 方程 


Vz) = f(z,y), 
在 区 间 [zi,zit1] 上 对 方程 两 边关 于 z 积分 , 则 


FF vee= te, 
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于 是 有 Ws 
ven) -ue) = [sewer, 


vd) vd + {tar (59) 
现在 , 利用 左 矩 形 公 趟 来 计算 式 (5.9) 中 的 积分 ,有 
yeahazsyeoyeo)eera- 可 =MHeoyteD) 
由 此 可 得 


Vee) wz 十 MJ(zoy(zo)， 
如 果 用 Ver 和 Wi 分 别 代 蔡 yzsn) 和 (zs), 则 可 看 出 这 个 先 代 公式 就 是 Euler 
公 
人 二， 和 有 人 式 来 计 式 加 中 的 积分 反 
[stewars Vo) + fuylem)em -oo) 
= SU (en vs) + foi ylem), 
代入 (59) 中 ,得 到 


yes Sve) 十 和 (esy(z0)+ feo ylrin) 
在 数值 计算 格式 中 , 用 w+ 和 ys 分 别 代替 y(zi+i) 和 y(zi), 则 得 到 
Wt = m+ Usa) + fen) 012 Ga0) 


从 zo 出 发 , 由 初 值 y(zo) = yo, 利用 (5.10) 可 依次 得 Wn, yo, … ,yn 

公式 (5.10) 是 由 数值 积分 中 的 梯形 公式 得 出 来 的 , 我 们 将 它 称 为 梯形 公式 . 和 
前 面 的 Euler 公式 相 比 , 梯形 公式 在 计算 w+ 时 也 只 用 到 了 前 一 步 的 数值 w， 但 
是 , 如 果 % 已 知 , 将 ys 代入 (5.10) 的 右 端 , 一 般 就 不 能 直接 得 到 w+i, 而 需要 通过 
其 他 的 方法 (如 迭代 法 ) 来 求解 , 称 梯形 公式 为 单 步 隐 式 公式 . 

单 步 隐 式 公式 的 一 般 形式 为 

{ 3 中 十 邮 (za 的 癌 ， 计 01 
Wo = 站 

其 中 y(z,y, 志 及 为 增 量 函数 . 梯形 公式 的 增 量 函数 为 


We 二 Ue D+ f(z+hh 到 
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下 面 讨论 梯形 法 的 局 部 截断 误差. 将 y(zi+1) 在 ri 处 用 Taylor 展开 , 得 


Vet) = ve) + (ed) 2) + (en -+ en + 


= YT) +y (zi)h+ 到 到 及 十 Ee + 
= ve) + (dh+ CE + On) 
将 f(zir1,yit!) 在 zi 处 进行 一 阶 Taylor 展开 , 得 
faery) = Vr) = (2) + (e)h+ OC?). 
将 f(ziriyin) 的 一 阶 展开 式 代入 梯形 公式 (5.10), 得 
biti = Wt (0) +y (5) + (sOh + OU 
a 
= + hy (0) + (0) + 0), 
因此 , 梯形 法 的 误差 为 
Rn=yr) -yn 
= ye) V+ + om) - [n+ ny (ed + v's) + oo 
= 300)， 

由 此 可 知 , 梯形 公式 的 计算 误差 与 步 长 的 三 次 方 成 正比 . 可见, 梯形 法 具有 二 
阶 精度 . 
5.2.3 ”改进 的 Euler 法 

比较 梯形 公式 (5.10) 和 Euler 公式 (5.6), 梯形 公式 是 陷 式 方程 , 且 所 耗费 的 计 
算 最 大 于 Euler 公式 . 在 实际 计算 时 , 可 将 Euler 公式 和 梯形 公式 联合 使 用 , 即 先 
用 Euler 公式 求 出 

iti = + hf (ze Yi), 

用 吉 +1 近似 准确 值 y(ze1), 称 :1 为 预测 值 然后 用 梯形 公式 将 它 校正 为 较为 闪 
确 的 值 veri, 称 由 此 得 到 的 w+ 为 校正 值 , 即 


yeti = + Bf (eam) + fron ht). 
这 样 建立 起 来 的 预测 -校正 系统 通常 称 为 改进 的 Euler 公式 , 妈 


{ Br = + hf (rot), 


. (5.11) 
Yt1 = + 3 (rb) + fair 六 + 让 
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为 了 便于 编程 计算 , 可 将 改进 的 Euler 公式 (5.11) 改写 为 下 列 形式 : 


Ww =W+hf(ziy), 
Ye = + hf(rir, yp), (5.12) 


1 
Yit1 = 3(Yp + ye). 


改进 的 Euler 法 的 递 推 结构 为 

(1) 令 zi = zo 十 如 利用 式 (5.12) 依次 计算 出 yp, ye 和 yn; 

(2) 输出 z1, mn, 并 使 zo = zl, yo = ,重复 以 上 过 程 

下 面 的 例子 给 出 了 用 改进 的 Euler 法 求解 微分 初 值 问题 的 C 源 程序 及 其 计算 
结果 . 

例 5.2 ”用 改进 的 Euler 法 求解 例 5.1 中 的 初 值 问题 , 取 h = 0.1 

解 ” 此 时 改进 Euler 公式 的 具体 形式 为 


Wp = + h(zs + 1), 
Ye = + h(x + yp), 
Yitt = (yp + ye). 


C 源 程序 为 

#include <stdio.h> 
#include <math.h> 

float F(floas x,float y) 


生 
return x+y; 
人 
main () 
{ 


float x0,y0,x1,y1,h,yp,ye; 

int m4; 

Printf ("Input data x0 y0 h n="); 
scanf ("XEXEXEXd" ,gx0, &y0, &h, kn) ; 
Printf("\nX15c%15cX15c", mn?, x’, y’); 
Pprintf("\n 四 7 
for(i=0ii<44;14+) printf("-"); 
Pprintf("\nX15d%15.6£%15.6f",0,x0,y0); 
ftor Ginliic=niitt) 
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{ 
x1=xO+h; 
yp=y0+h*F (x0,y0); 
yc=yO+h*F (x1, yp); 
yi=(yp+yc)/2; 
printf("\nX15dX15.6£%15.6f",1,x1,y1); 
x0=x1; 
yoryl; 
} 
上 
运行 结果 为 
Input data x0 yO h n=0 1 0.1 10 
n x y 
0 0.000000 1.000000 
1 0.100000 1.110000 
2 0.200000 1.242050 
3 0.300000 1.398465 
4 0.400000 1.581804 
5 0.500000 1.794894 
6 0.600000 2.040858 
7 0.700000 2.323148 
8 0.800000 2.645578 
9 0.900000 3.012364 
10 1.000000 3.428162 


当 z = 1 时 , 初 值 问题 的 较 准确 的 值 为 y = -2 + 2e = 3.436563656. 对 比 改进 
的 Euler 法 和 Euler 法 的 计算 结果 , 可 知 改 进 的 Euler 法 得 到 的 结果 更 为 精确 , 它 
有 具有 二 阶 精度 . 


5.3 Runge-Kutta 法 
5.2 节 的 Euler 法 和 改进 的 Euler 法 的 计算 精度 分 别 是 一 阶 的 和 二 阶 的 , 现 


在 的 问题 是 : 能 否 构造 更 高 阶 精度 的 数值 方法 ? 本 节 将 给 出 计算 精度 更 高 的 单 步 
法 一 一 Runge-Kutta 法 . 
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5.3.1 Runge-Kutta 法 的 基本 思想 
Runge_Kutta 法 的 一 般 形式 是 
Yit1 = + hp(Ti, ys h), (5.13) 
其 中 函数 p(z,y,h) 具有 下 列 形式 : 


pz,h) = DNk, (5.14) 
党 
hh = f(z,y), 


be 
het (stonyrn bt), r=2,. 


pe 
其 中 和 +, ar, brs 等 均 为 常数 , p > 1 为 整数 . 

现在 考虑 方法 的 几何 意义 , Euler 法 是 用 斜率 f(zi,y) 向 前 推进 , 而 Runge- 
Kutta 法 则 可 以 看 成 用 p 个 斜率 上 = f(zr,yr) 的 一 种 加 权 平 均 来 向 前 推进 , 以 达 
到 提高 计算 方法 的 精度 . 式 (5.14) 用 到 了 p 个 后 , 称 为 p 阶 的 显 式 Runge-Kutta 


(5.15) 


法 
对 于 差 商 下 蕊 一 UE 由 微分 中 值 定理 , 可 得 


end) yz, + oh), 0<b<1 


由 于 y=f(z,y), 于 是 
Vzir1) = yx) + hf (zs + Oh, vy(zs + Oh)). (5.16) 


称 /(zi + 9h,y(zi + 6h)) 为 区 间 (zi,zir1) 上 的 平均 斜率 , 记 作 k*. 因 此, 只 要 给 
出 平均 斜率 的 一 种 算法 , 再 由 式 (5.16) 就 可 以 得 到 求解 微分 方程 的 一 种 数值 计算 
公式 . 

对 于 Euler 法 和 改进 的 Euler 法 , 我 们 发 现在 Euler 公式 (5.6) 仅 取 zi 一 个 
点 的 斜率 f(zi,w) 作为 平均 斜率 k* 的 近似 , 计算 精度 较 低 . 而 改进 的 Euler 公式 
(5.11) 则 是 利用 了 zs 和 zi+l 两 个 点 的 斜率 hh = f(zi,y) 和 ka = f(zi+uz+l) 的 
平均 值 作为 平均 斜率 后 的 近似 , 即 全 外 二 各 ,其 中 ko 是 通过 已 知 的 什 vt 利用 
Euler 公式 求 得 , 此 时 计算 精度 提高 到 了 二 阶 - 

由 上 面 的 分 析 , 我 们 找到 了 改进 的 Buler 公式 较 Euler 公式 的 计算 更 精确 的 原 
因 . 那 就 是 在 确定 平均 斜率 时 , 多 取 了 一 个 点 的 斜率 值 . 因此 , 受 此 启发 , 如 果 设 法 
在 区 间 [zt ziril 上 多 给 出 几 个 点 的 斜率 值 , 然后 加 权 平均 得 到 的 值 作为 k* 的 近似 
值 , 那么 就 有 可 能 构造 出 精度 更 高 的 数值 计算 公式 , 这 就 是 构造 Runge _Kutta 法 的 
基本 思想 . 


5.3 Runge-Kutta 法 .163 


5.3.2 二 阶 Runge-Kutta 法 


在 区 间 [zi,zi+1] 上 取 两 点 zt 和 ri+e = zi+9h(0 < 9 < 1), 以 这 两 点 处 的 斜率 
值 和 kz 加 权 平 均 来 求 取 平均 斜率 k* 的 近似 值 , 即 


k* ~ Nky + Mka, 
其 中 点 = 的 斜率 值 和 点 ri+e 的 斜率 值 分 别 为 
hk =) = f(z0o%), ka=y(ri+0h) = f(ze+ Oh, y+ Ohki). 


根据 假设 , 取 
yzit1) = y(zi) + h(Aks + Maka) (5.17) 


为 计算 公式 , 其 中 和 1 和 Xa 为 待定 常数 
对 y(zi+1) 在 z = zi 处 进行 二 阶 Taylor 展开 , 则 有 


Vain) sve) + hy (0) + Gl0), (18) 
对 ka = f(zi 十 9h,y 十 9hk1) 在 z= zi 处 进行 一 阶 Taylor 展开 , 得 到 
ka ~ Y (T1) + Ohy (zi (5.19) 
将 式 (5.18) 和 式 (5.19) 代入 式 (5.17) 中 , 得 


2(zi+l) = (zi) + (Mk 十 Xzka) 
一 3(zi) 十 [AIY(zi) + Ma(y (xi) + Ohy "(zi))) 


= Vs) + h(M + Ma)y (zi) + Xagh2y (zi)， (5.20) 
比较 式 (5.18) 和 式 (5.20), 得 
和 A+ 和 A =1, 
> (5.21) 


方程 组 (521) 中 有 三 个 未 知 量 , 却 只 有 两 个 方程 , 因此 它 有 无 穷 多 组 解 ， 如 果 取 
和 = Xa = 5 则 有 8 = 1 用 3%+l 和 分 别 代替 yzsr1) 和 y(zi), 此 时 计算 公式 
(5.17) 变 为 


hh = f(zi, 4), 


| ah = 名士 和 ka 十 各)， 
kz = f(zir1 Ys + hki)- 
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这 一 数值 方法 就 是 改进 的 Euler 公式 、 凡 是 满足 条 件 式 (5.21) 的 计算 格式 为 式 
(5.17) 的 这 些 格式 统称 为 二 阶 Runge-Kutta 格式 .改进 的 Euler 公式 就 是 众多 
二 阶 Runge-Kutta 公式 中 的 一 种 特殊 格式 i 

现在 给 出 其 他 二 阶 Runge-Kutta 格式 . 如 果 取 入 =0, 2 =1, 则 9 = 3, 此 时 
得 到 二 阶 Runge-Kutta 法 的 计算 公式 为 


Vit = W + hka, 
kh = f(zi,1), (5.22) 
bf (espnt hn) 


其 中 点 mi+# 为 区 间 [ze rtrl] 的 中 点 , 因此 计算 公式 (5.22) 又 称 为 变形 的 Euler 
公式 . 

由 前 面 的 讨论 , 可 以 得 到 构造 二 阶 Runge-Kutta 公式 的 主要 步骤 如 下 : 

(1) 在 区 凤 [zi zt+i] 上 取 两 点 , 给 出 相应 的 斜率 值 ; 

(2) 对 这 两 个 斜率 值 加 权 平均 作为 平均 斜率 的 近似 值 ; 

(3) 对 有 关 的 函数 进行 Taylor 展开 , 得 到 关于 步 长 h 的 睾 函 数 . 为 使 计算 公式 
达 二 阶 , 则 其 中 ho, 种 , h? 的 系数 为 零 , 从 而 建立 了 有 关 参 数 应 满足 的 方程 组 ; 

(4) 解 此 方程 组 就 得 到 相应 的 二 阶 Runge-Kutta 公式 . 

例 5.3 ”利用 二 阶 Runge-Kutta 公式 (5.22) 求解 例 5.1 中 的 初 值 问题 , 其 中 
步 长 h=0.1. 

解 ” 利 用 二 阶 Runge-Kutta 公式 (5.22) 解 给 定 的 初 值 问题 的 形式 为 


hi = 4 + Ys, 
ka = (zi 十 0.05) + (ys + 0.05k1), 
Wt1 = i + 0.1ka. 


C 源 程序 为 
Hinclude <stdio hy 
#include <math.h> 
float F(float x,float y) 
< 
return x+y; 
} 
main () 
{ 
float x0,y0,ki,k2,x1,y1,h; 
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int n 
Pprintf ("Input data x0 yO h n="); 
scanf ("XEXEXEXd" ,ax0, &y0, &h, kn) ; 
printf("\nXi5cX15c%15c", ’n? , ?x,y’); 
printf("\n 
for(i=0;i<44;i++) printf("-"); 
printf("\nX15dX15.6fX15.6f",0,x0,y0); 
for(i=lii<=nii++) 


* 


x1=xO+h; 

k1=F(x0,y0); 

k2=F (xO+h/2,y0+hsk1/2) ; 

yl=y0+h*k2; 
Pprintf("\n%15d%15.6£%15.6f",i,x1,y1); 
xO=x1; 

yo=yl; 


} 
运行 结果 为 
Input dara x0 yO h n=0 1 0.1 10 


0 0.000000 1.000000 
1 0.100000 1.110000 
2 0.200000 1.242050 
3 0.300000 1.398465 
4 0.400000 1.581804 
5 0.500000 1.794894 
6 0.600000 2.040857 
7 0.700000 2.323148 
8 0.800000 2.645578 
日 0.900000 3.012364 
10 1.000000 3.428162 


当 z = 1 时 , 初 值 问 题 的 较 准确 的 值 为 y = -2 + 2e ~ 3.436563656, 所 以 用 二 
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阶 Runge-Kutta 公式 (5.22) 得 到 的 解 的 误差 为 
Ru ~ |3.428162 — 3.436563656| = 0.008401656, 


与 步 长 h = 0.1 的 二 次 方 成 正比 . 
5.3.3 三 阶 、 四 阶 Runge-Kutta 法 

为 了 进一步 提高 数值 计算 格式 的 精度 , 在 区 间 [zi,zit1] 上 除了 取 两 点 zt 和 
Zite = Ti 十 9h(0 < 9 < 1) 外 , 我 们 还 需要 再 取 一 点 ziyy = zi+7h(g<7<1), 以 
这 三 点 处 的 斜率 值 6 各 和 ks 加 权 平均 来 求 取 平均 斜率 k* 的 近似 值 , 此 时 得 到 
的 计算 公式 为 

Vets = + h(iks + Xaka + Asks), (5.23) 

其 中 Nt, Xa 和 Xs 为 待定 常数 . 

要 求 出 点 zir* = zi 十 Yh 的 斜率 ks = f(ziry,yity), 就 要 先 给 出 点 zi+y 处 所 
对 应 的 函数 值 w+ 为 得 到 w+*, 我 们 在 区 间 [zi,zi+y] 上 利用 二 阶 Runge-Kutta 
公式 , 即 有 

Wty = + 7h(pik + paka), 

其 中 内 和 ja 为 待定 常数 . 于 是 有 


ky = f(zepr Yt) = f(z + 7h, ys + Yh(pk + pak2)). 
由 此 得 到 的 计算 公式 为 


Vit = + hh 十 Na 要 十 aka)， 

A = yee3o， 

Ka = f(ze + Oh,y + Ohki), 

ka = f(ze + 7h, ys + 7h(pks + paka)). 
对 a, h 在 = = zi 处 进行 二 阶 Taylor 展开 , 并 代入 式 (5.24) 中 的 第 一 个 方程 ， 


对 y(zini) 在 = =z 处 进行 三 阶 Taylor 展开 , 且 比 较 两 式 的 系数 , 得 到 参数 满足 的 
方程 组 


(5.24) 


m+pa=1, 
和 ++ 和 =l, 


(5.25) 
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方程 组 (5.25) 共有 5 个 方程 , 7 个 未 知 量 , 其 解 不 唯一 . 常见 的 三 阶 Runge- 
Kutta 公式 为 
Wt1 三 姑 十 Sh + 4kz + ks), 
kh = f(zi 9), 
=f (et Boyt $4), 
ks = f(zi + hy — hki + 2hk2). 
如 果 还 需要 将 计算 精度 提高 到 四 阶 , 用 上 述 的 方法 就 可 以 类 似 地 推导 出 四 阶 
Runge-Kutta 法 .由 于 推导 复杂 , 这 里 就 不 进行 推导 了 , 下 面 直接 给 出 四 阶 方法 中 
最 常用 的 两 个 计算 公式 . 
1. 经 典 的 四 阶 Runge-Kutta 公式 


(5.26) 


+ 一 其 十 人 十 2ka 十 2ks 十 ka)， 

hh = f(z6%), 

k=f + 各 w+ 人 )， (5.27) 
h 

[la =a+ 生 w+ 和)， 
ks = f(Ti + h,y + hka). 

2. Gil 公式 


Wt1 = 十 $lh + (2— VID)ka + (2+ V2)ks + ka], 
hy = f(zo%), 
hf (=+ 和 w+ 和 ， 


局 -人 (at 和 + lm + (- 到 %)， 


m7 (th ha + (+ 光 mm): 


对 于 四 阶 Runge-Kutta 法 的 误差, 由 构造 思想 和 方法 可 知 , 其 局 部 截断 误差 为 
O(n5), 计算 精度 为 四 阶 . 
由 解 微分 方程 初 值 问 题 


(5.28) 


{ = f(y), 
yz0) = 加 
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的 经 典 Runge-Kutta 公式 (5.27) 或 Gil 公式 (5.28), 由 给 出 的 初始 条 件 (zo,yo)， 
可 先 算出 有 h, ka, ks 和 ks, 然后 再 利用 计算 公式 计算 出 yi, 注意 到 zi = zo +h, 于 
是 算出 (z1,y), 依次 类 推 , 利用 已 知 的 (zi,ys) 和 相应 的 计算 公式 求 出 (z2,yo) 等 ， 
直到 求 出 (zn,yn). 

由 以 上 分 析 , 不 难得 出 其 递 推 结构 如 下 : 

(D 令 ma = zo 十 hh 利用 公式 (5.27)( 或 (5.28)) 依次 计算 出 ea ko, ks 和 ka; 

(2) 再 利用 公式 (5.27)( 或 (5.28)) 计算 出 yn; 

(3) 输出 ri, yu, 并 令 zo = zl yo = 如, 重复 以 上 过 程 . 

下 面 的 例子 给 出 了 利用 经 典 Runge-Kutta 公式 解 常 徽 分 方程 初 值 问题 的 C 源 
程序 和 运行 结果 . 

例 5.4 ”利用 经 典 Runge-Kutta 公式 求解 例 5.1 中 的 初 值 问题 , 其 中 步 长 
h=0.1. 

解 ” 利 用 经 典 Runge-Kutta 公式 解 给 定 问题 的 形式 为 


Wn 
ki 一 十 

ka = (zi + 0.05) + (Ws + 0.05k1), 

(zi + 0.05) + (ys + 0.05k2), 

ks = (zi 十 0.1) + (yi + 0.1ks). 


C 源 程序 为 

#include <stdio.h> 
#include <math.h> 

float F(float x,float y) 


4 
return x+ty; 
} 
main( ) 
{ 


float x0,y0,k1,k2,k3,k4,x1,y1,h; 

int ai 

Pprintf("Input data x0 yO h n="); 
scanf ("XEXEXEXd" ,kx0, ky0, &h, kn) ; 
Printf("\nX1i5cX15cX15c", nx y); 
Pprintf ("\n 95; 
for(i=0;i<44;i++) printf("-"); 
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printf ("\nX15d%15.6f%15.6f",0,x0,y0); 
for(i=1;i<=n;i++) 
xl=x0+hi 
k1=F (x0,y0); 
k2=F (x0+h/2,y0+h*k1/2); 
k3=F (xO+h/2,y0+h*k2/2); 
kA=F (x0+h, yO+h*k3) ; 
y1=yO+h* (kK1+2*k2+2*k3+k4) / 
printf("\nX15dX15.6f%15.6£",1,x1,y1); 
x0=x1; 
yo=yl; 


了 
运行 结果 为 
Input data x0 yO h n=0 1 0.1 10 


0 0.000000 1.000000 
4 0.100000 1.110342 
2 0.200000 1.242805 
3 0.300000 1.399717 
4 0.400000 1.583648 
5 0.500000 1.797441 
6 0.500000 2.044236 
7 0.700000 2.327503 
8 0.800000 2.651079 
9 0.900000 3.019203 
10 1.000000 3.436560 


由 于 当 z = 1 时 , 初 值 问题 的 较 准确 的 值 为 y = -2 + 2e < 3.436563656, 利用 
经 典 Runge-Kutta 公式 计算 出 的 结果 的 误差 为 


R11 = |3.436563656 — 3.436560| = 0.000003656, 


与 步 长 h = 0.1 的 五 次 方 成 正比 . 
附注 (1) 从 理论 上 分 析 , 可 以 构造 任意 高 阶 Runge-Kutta 公式 , 但 是 计算 精 
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度 阶 数 的 提高 和 计算 函数 值 f(z,y) 的 计算 量 的 增 大 之 间 已 经 不 是 等 量 增加 , 见 表 
51. 


表 5.1 
每 步 计算 /的 次 数 2 3 4 5 6 . 8 9 
精度 的 阶 数 2 3 4 4 5 6 6 攻 


由 表 5.1 中 的 关系 可 知 , 四 阶 Runge-Kutta 公式 是 精度 和 计算 量 比较 理想 的 计算 公 
式 , 一 昧 追求 构造 任意 高 阶 的 Runge-Kutta 计算 公式 已 经 没有 多 大 的 意义 . 

(2) 因为 Runge-Kutta 法 的 推导 是 建立 在 Taylor 展开 的 基础 上 , 所 以 它 要 求 所 
求 的 解 具有 很 好 的 光滑 性 . 如 果 解 的 光滑 性 较 差 , 那么 , 就 有 可 能 会 出 现 这 样 的 现 
象 : 使 用 四 阶 Runge-Kutta 公式 求解 出 来 的 结果 , 其 精度 反而 低 于 用 改进 的 Euler 
公式 计算 出 来 . 因此 在 实际 的 计算 中 , 应 该 针对 具 钵 问题 的 特点 选用 合适 的 方法 进 
行 计算 . 


5.4 一 阶 微分 方程 组 与 高 阶 常 微分 方程 初 值 问题 数值 解法 


5.4.1 ”一 阶 常 微分 方程 组 的 数值 解法 
一 阶 微分 方程 组 初 值 问题 


{ 其 = f(z ya syn), 


i= ,2 ,nn. 
hi(zo) = Yo, 


引入 向 量 记号 y = (yya,… yn) yo = (vor oa ,yon)™, f= (fi, fo fn)™, 
则 初 值 问 题 可 表示 为 
{ y= f(z,y), 
3(zo) = yo 


由 单个 方程 初 值 问题 的 讨论 , 可 知 求解 这 一 问题 的 四 阶 Runge-Kutta 公式 为 


Yitt = Yt 4 + 2k2 十 2Ks + ka), 
ki = ze， 
=f (mt Bk), (5.29) 


h h 
ks=f t+) 


ka = f(zi + h, ys + hks). 


5.4 “一 阶 微分 方程 组 与 高 阶 常 微分 方程 初 值 问题 数值 解法 


171 


为 了 更 好 地 理解 该 公式 的 计算 过 程 , 现 以 两 个 方程 组 成 的 初 值 问题 
y= fo), 
z= g(x,y, 2), 
3(zo) = yo， z(z0)=z0 
为 例 进行 讨论 . 这 时 , 四 阶 Runge Kutta 公式 为 
Wi = 
241 二 到 十 él + 2l2 + 2l3 + 14), 


其 中 
hk = f(z yo) 
=f (nett 
hh h 
ka=f stay+ 3k n+ Tl 
ks = f(zs + hy + hks, zi + hla), 


h = g(zoy, a) 

b=g (s+ hmt ht th 

=g (mt +a a+ i) 
h h h 

GE 

4 = g(xs + hy + hks, ze + hls). 


(5.30) 


(5.31) 


(5.32) 


(5.33) 


这 是 一 种 单 步 法 . 利用 结 点 ri 处 的 数值 y, z, 由 式 (5.32) 和 式 (5.33) 就 可 依次 地 
计算 出 后 ,ba, 12, ka, la, ka, la, 然后 再 代入 式 (5.31) 求 出 初 值 问题 (5.30) 在 结 


点 ni+l 处 的 数值 ir, zini. 
5.4.2 ”高 阶 常 微分 方程 初 值 问题 数值 解法 


第 3 章 已 经 讨论 过 高 阶 微分 方程 的 初 值 问题 总 可 以 化 为 一 阶 方程 组 的 初 值 问 


题 求解 , 即 n 阶 微分 方程 
YY = 
初始 条 件 为 


Vzo) =W，V(zo) = 的 yo) = 由 


(5.34) 


(5.35) 
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通过 引入 变量 om = y, yo = y，…, yn 一 Mn ,可 将 二 阶 微分 方程 (5.34) 化 


为 如 下 形式 的 一 阶 方程 组 : 


Wh-1 = Yn, 
Wh = f(z yy Ym), 
相应 初始 条 件 的 化 为 
(zo0) = yo, (zo) = 站，… ， 加 (zo) = WY 


初 值 问题 (5.34), (5.35) 和 (5.36), (5.37) 是 彼此 等 价 的 . 
为 了 方便 讨 沦 , 对 二 阶 方程 的 初 值 问题: 


{ y= f(z,y,y), 
Vz0) = voy (z0) = W. 


引入 新 变量 > = y, 则 上 述 初 值 问题 可 化 为 如 下 一 阶 方程 组 的 初 值 问题 : 


y= 
2 = f(z,y,2), 
V(x0) = yo,z(zo) = 的- 


数值 求解 初 值 问题 (5.38) 的 四 阶 Runge-Kutta 公式 为 
Vert = + 2h + ha) 
| tl 三 加 十 sl 十 222 十 203 + 14), 
其 中 有, ha， 局, ka, hh, 12, 13, ls 由 式 (5.32) 和 式 (5.35) 确定 , 知 
kh = b= f(r 5), 
= b=7 (ut hut heat $a), 
三 加 十 Sh, [A =/ (m+ m+ 人 ba+ $6), 


= l= f(zi + h,y + hks, z+ hla). 


(5.36) 


(5.37) 


(5.38) 


(5.39) 
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如 果 消去 有 ,ka，ks, ks, 那么 数值 计算 公式 (5.39) 可 表示 为 


Wh 
a = + + + 
这 里 
h = f(zo yn 2), 
4=f (nttiathh), 


衣 、 

B=f EE 
六 

Wf (sth 


例 5.5 ”用 四 阶 Runge-Kutta 方法 在 [0,1] 上 取 步 长 h = 0.1, 求解 二 阶 方程 
初 值 问题 y" 一 5y +6y = 0, y(0) =1,y(0) = 一 1. 
解 ” 先 将 二 阶 方程 化 为 一 阶 方程 组 . 令 z = yy, 则 得 方程 组 


y=2, 
2 = 5z— 6y, (5.40) 
y(0) = lz(0) = -1. 


使 用 四 阶 Runge-Kutta 公式 , 其 相应 的 形式 为 
+1 一 其 十 $k + 2ka + 2ka + Ka), 
l= 加 十 Su + 2l2 + 2l3 + 14), 


其 中 
hi = 5 = 5 — 6y, 
ka =a+0.05h, lz = 5(z 十 0.050) ~ 6(ys + 0.05k), 
ka =#+0.05la, 3 = 5(z + 0.05l) — 6(ys 十 0.05ka)， 
如 一 到 十 0.113， la = 5(z+0.13)— 6(y + 0.1k3). 
利用 Runge-Kutta 法 解 一 阶 微分 方程 组 (5.40) 的 C 源 程序 为 
#include <stdio.h> 
#include <math.h> 
float f(float x,float y,float z) 
* 


return 5*2-6*y; 
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了 

main() 

t 
float x0,y0,20,x1,y1,21,11,12,13,14,h; 
int ni; 
Pprintf ("Input data x0 y0 z0 h n=\n"); 
scanf ("XfXENIXNENd" ,kx0, ky0, &20,&h, gn); 
Printf("%15cX15cX15cX15cNnn ny , ?x’ ,yz 
printf ("-- 
printf("%15d%15.7£%15.7£%15.7f\n" ,0,x0,y0,20); 
for(i=1;ic=n;i++) 
{ 


-ni 


xl=xO+hi 

11=f (x0,y0,20); 

12=f (x0+h/2,y0+h*z0/2,20+h#11/2); 

13=f (x0+h/2,y0+h*z0/2+h*h*11/4,z0+h*12/2); 
14=f (xO+h, yO0+h*z0+h*h*12/2,20+h*13); 
y1=yO+hez0+hehy(11+12+13)/6; 

Zz1=z0+h* (11+2*12+2*13+14) /6; 

printf ("X15d%15.7£%15.7£%15.7£\n" ,1,x1,y1,21); 
x0=x1; 

yoyl; 


z0=z1; 


沙 

运行 结果 为 

Input data x0 y0 z0 h n= 
0 1.0 -1.0 0.1 20 


0 0.0000000 1.0000000 -1.0000000 
1 0.1000000 0.8360875 .3773375 
2 0.2000000 0.5010880 .4640078 
3 0.3000000 -0.0900341 -7.5585282 
4 0.4000000 -1.0576385 -12.0749987 
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5 0.5000000 -2.5710015 -18.5860090 
6 0.6000000 -4.8669357 -27.8810936 
7 0.7000000 -8.2752590 -41.0463209 
8 0.8000000 -13.2535810 -59.5725172 
9 0.9000000 -20.4347553 -85.5023670 
10 1.0000000 -30.6915417 -121.6301845 


与 其 精确 解 y = 4ez= -3e* 在 z = ! 处 的 较 准确 值 -30.700386378 比较 , 可 知 近似 
解 在 > = 1 处 有 效 数字 为 5 位 . 


习 题 5 


1 分 别 用 Euler 法 和 改进 的 Buler 法 解 下 列 初 值 问题 
= 四 y=72+r—y, 
y(0) = 0. 
计算 (1), 并 与 准确 解 相 比较 - 
2. 证 明 下 列 Runge-Kutta 法 是 三 阶 的 : 


Wr = + + 3), 
A = (eo), 
=f (att $m), 


PT 
3. 取 二 0.2, 用 经 典 的 Runge-Kutta 法 求解 初 值 问题: 


y= 各 0szsl 
W0)=1 


4. 利用 Runge-Kutta 法 在 [0, 1] 上 取 步 长 h = 0.1, 求解 二 阶 微分 方程 初 值 问题 : 


a 
Ey ad ysins, yO) = -04 (0) = -0.6. 
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第 6 章 ”Maple 软件 在 解 常 微分 方程 中 的 应 用 


6.1 Maple 软件 概述 


Maple 是 加 拿 大 滑铁卢 大 学 (Waterloo University) 研制 的 一 种 计算 机 代数 系 
统 . 经 过 不 断 发 展 , 数学 软件 Maple 已 成 为 当今 世界 上 最 优秀 的 几 个 数学 软件 之 一 ， 
它 拥 有 良好 的 使 用 环境 、 强 有 力 的 符号 计算 能 力 、 高 精度 的 数字 计算 、 灵活 的 图 形 
显示 和 高 效 的 可 编程 功能 . 可 以 容易 的 运用 Maple 软件 解决 微 积分 、 解析 几何 、 线 
性 代数 、 微 分 方程 、 计 算 方法 、 概 率 统计 等 数学 分 支 中 的 常见 的 计算 问题 . Maple 
最 显著 的 特点 在 于 它 对 数学 符号 的 超 强 处 理 能 力 , 这 是 一 般 高 级 程序 语言 和 应 用 软 
件 所 办 不 到 的 , 在 工程 技术 中 , 很 多 数学 模型 都 涉及 积分 、 常 微分 方程 和 偏 微分 方 
程 , 特别 是 高 次 的 微分 方程, 传统 的 手工 计算 过 于 繁杂 , 让 人 望而却步 . 如 果 在 交互 
方式 下 使 用 Maple, 根据 实际 问题 的 需要 , 调用 Maple 完成 特定 功能 的 程序 包 , 就 
会 达到 事半功倍 的 效果 , 顺利 地 解决 一 些 较为 复杂 的 问题 . 正 因 如 此 , Maple 正 逐 
步 成 为 广大 教师 、 学生 和 科研 人 员 所 不 可 或 缺 的 数学 处 理 的 工具 

另 一 方面 , 微分 方程 在 微 积分 概念 出 现 后 即 已 出 现 , 对 其 研究 可 分 为 几 个 阶段 . 

发 展 初期 是 对 具体 微分 方程 , 希望 能 用 初等 函数 或 超越 函数 表示 其 解 , 属于" 求 
通 解 " 时 代 . 早期 的 微分 方程 求解 热潮 被 刘 维 尔 于 1841 年 证 明 里 卡带 方程 不 存在 
一 般 的 初等 解 而 中 断 , 加 上 柯 西 (Cauchy) 初 值 问题 的 提出 , 微分 方程 从 “ 求 通 解 ” 
转向 “ 求 定 解 ” 时 代 . 19 世纪 末 , 天 体力 学 中 的 太阳 系 稳定 性 问题 需 研究 微分 方程 
解 的 大 范围 性 态 , 从 而 使 微分 方程 的 研究 从 “ 求 定 解 问题 ”转向 “ 求 所 有 解 ”的 新 
时 代 . 直到 20 世纪 六 七 十 年 代 以 后 , 微分 方程 由 于 计算 机 技术 的 发 展 迎 来 了 新 的 
时 期 , 从 “ 求 所 有 解 " 转 入 “ 求 特殊 解 " 时 代 , 发 现 了 具有 新 性 质 的 特殊 的 解 和 方程 ， 
如 混沌 ( 解 )、 奇 异 吸引 子 及 孤立 子 等 . 

微分 方程 的 研究 还 因 与 其 他 学 科 领 域 的 结合 而 出 现 各 种 新 的 研究 分 支 , 如 控 
人 制 论 、 种 群生 态 学 、 分 支 理论 、 泛 函 微分 方程 、 脉 冲 微 分 方程 、 广 义 微分 方程 、 时 
标 微分 方程 等 .“ 三 百年 来 分 析 是 数学 里 首要 的 分 支 ， 而 微分 方程 又 是 分 析 的 心脏 . 
这 是 初等 微 积分 的 天 然后 继 课 , 又 是 为 了 解 物理 科学 的 一 门 最 重要 的 数学 , 而 且 在 
它 所 产生 的 较 深 的 问题 中 , 它 又 是 高 等 分 析 里 大 部 分 思想 和 理论 的 根源 ,” 塞 蒙 斯 
(Simmons) 曾 如 此 评价 微分 方程 在 数学 中 的 地 位 . 

实际 上 , 要 想 深 入 和 有 效 地 认识 微分 方程 在 理论 和 应 用 上 的 诸多 领域 , 一 个 功 
能 强大 而 不 断 发 展 的 数值 和 符号 计算 软件 是 必 不 可 少 的 辅助 工具 , Maple 正 具备 这 
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样 的 特点 . 

本 章 选 讲 Maple 软件 在 解 常 微分 方程 中 的 应 用 . 首先 简要 介绍 Maple 软件 的 
主要 数学 功能 . 主要 是 其 超 强 的 函数 绘图 功能 , 以 及 利用 dsolve 命令 求解 常 微分 方 
程 .其 次 给 出 利用 Maple 软件 对 实际 问题 作 深 入 研究 的 例子 : 非 线性 Volterra 捕 
食 模型 的 定性 分 析 
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Maple 最 显著 的 特点 之 一 是 强大 的 图 形 处 理 功能 . 恰当 地 运用 Maple 提供 的 
各 种 作 图 函数 可 以 用 来 演示 高 深 枯燥 的 数学 概念 、 定 理 、 公 式 等 , 有 些 实际 问题 的 
解决 需要 借助 Maple 作 图 来 进行 分 析 和 处 理 . 

1. plot 和 plot3d 命令 

命令 plot 为 Maple 中 的 二 维 绘图 函数 , 主要 用 来 绘制 二 维 函数 图 、 参 数 图 、 极 
坐标 图 、 等 高 线 图 、 不 等 式 图 等 . 函数 的 调用 形式 为 

plot (f h, w option)， 
其 中 f 是 绘制 的 函数 、 表 达 式 或 过 程 , h 是 x 轴 区 间 , v 是 y 轴 区 间 , option 是 一 些 
选项 , 包括 图 形 的 标题 、 线 型 、 颜色 等 的 选择 

而 利用 Maple 绘制 三 维 图 , 主要 借助 函数 plot3d, 借助 Maple 绘制 的 三 维 图 形 
可 以 展示 平面 、 曲 面 及 立体 切割 面 , 三 维 绘图 是 实现 高 等 数学 可 视 化 的 重要 手段 ， 
对 分 形 、 磁 场 分 布 等 研究 提供 了 一 条 有 效 的 路 径 . 其 调用 形式 为 

Plot3d(f(x, y), x=a. .d, options); 
其 中 a..b 为 x 的 变化 范围 , c.d 为 y 的 变化 范围 , option 选项 参数 与 二 维 绘图 的 意 
义 相似 . _ 

例 6.1 在 同一 举 标 系 下 ,作出 y=25,y = (3) ,=logzzv = logz 的 
图 形 . 

>plot ({2°x, (1/2)°x,1n(x)/1n(2) ,n(x)/1n(1/2)},x=-4..4,color=black, 

linestyle=[1,2,3,4]); 

结果 如 图 6.1 所 示 . 

例 6.2 ”在 同一 坐标 系 下 , 作出 y = sinz,cosz,tanz,cotz,shz, chz 的 图 形 . 

>plot({sin(x) ,cos(x) ,tan(x) ,cot(x) ,sinh(x) ,cosh(x)} ,x=-2*3.14. .2* 

3.14,view=[-2*3.14..2*3.14,-4. .4] ,color=blue); 

结果 如 图 6.2 所 示 . 

例 6.3 ”用 Maple 画 出 的 Riemann 5 函数 . 

>Plot(Zeta(t) ,t=-3. .3,y=-3..3,discont=true, colour=black) ; 
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结果 如 图 6.3 所 示 ; 

例 6.4 用 Maple 画 出 的 Bessel 函数 . 
>plot (BesselJ(1,x) ,x=-20. .20), 
结果 如 图 6.4. 所 示 . 


图 6.4 


对 于 三 维 绘图 , 我 们 来 考虑 Jacobi 椭圆 正弦 函数 sn(w, 大) 的 图 形 . 程序 设计 如 
下 : 
>readyellifunt .am 
?>with(ellifunt); 
[cn,dn,sn,evalf/sncndn, init,set_to] 
由 于 上 一 1- 时 , sn(w,k) 不 是 一 致 收敛 到 tanh(z), 所 以 , 在 紧凑 的 z 区 间 内 
画 出 sn(w, 上 ) 的 图 形 . 
例 6.5 ”在 紧 次 的 = 区间 内 画 出 sn(w,k) 的 图 形 . 


6.2 在 Maple 中 画图 “179 


>plot3d(JacobiSN(x,y) ,x=-10. .10,y=0. .0.999999,grid=[30,30] ,style= 
HIDDEN, colour=black); 

结果 如 图 6.5 所 示 . 

>plot3d(JacobiCN (x,y) ,x=-10. .10,y=0..0.999999,grid=[30,30] ,style= 
HIDDEN ,colour=black) ; 

结果 如 图 6.6 所 示 . 


图 65 图 66 


这 个 图 形 显示 在 图 6.5 中 , Borwein 评论 说 , 这 是 一 个 “初等 函数 快速 计算 的 图 
形 证 明 ”, 因为 这 个 椭 贺 函数 是 可 以 快速 计算 的 , 因此 由 连续 性 可 知 tanh(z) 也 可 以 
快速 计算 . 

例 6.6 三维 参数 方程 绘图 . 

(1) 极 坐 标 绘图 . 

>plot3d( [cos(s)*cos(t),cos 

style=patchnogrid); 

结果 如 图 6.7 所 示 . 

>plot3d( [cosh(s)*cos(t) ,cosh(s)*sin(t) ,s] ,s=-2. .2,t=0. .2*3.14); 

结果 如 图 6.8 所 示 . 

(2) 球 坐 标 绘图 . 

>plot3d(cosh(z/2) ,t=0. .3/2*3.14,2=-4.4,coords=spherical ,style= 

patchnogrid); 

结果 如 图 6.9 所 示 . 


2. DEplot 和 DEplot3d 命令 
DEplot 是 微分 方程 解 的 绘图 命令 . 函数 的 调用 形式 为 
DEplot(deqns, vars, trange, options), 


sin(t),s°3] ,s=-2..2,t=0. .2*3.14, 


:180 第 6 章 ”Maple 软件 在 解 常 微分 方程 中 的 应 用 


图 67 图 68 图 69 


其 中 deqns 代表 微分 方程 或 方程 组 , vars 是 未 知 函数 或 函数 组 , trange 表示 自 变量 
的 范围 , options 是 选项 . 
类 似 地 , DEplot3d 是 微分 方程 解 的 三 维 绘图 命令 . 函数 的 调用 形式 为 
DEplot3d (deqns, vars, trange, inits, options). 
例 6.7 解 微分 方程 


y=1-y, y-4)=2, y(-4)=-0.99. 


>with(DEtools): 

>DEplot (DCy) (x)=1-y(x)"2,y(x) ,x=-4..4, [[y(-4)=-0.99] ,[y(-4)=2]] ， 
colour=magenta, linecolor= [gold,yellov]); 

结果 如 图 6.10 所 示 . 

例 6.8 ” 范 德 波 尔 方程 : 


6.2 在 Maple 中 画图 .181 


>with(DEtools) : 

>DEplot ([D(x) (t)=y(t)-4*(x(t)-3/3-x(t)),D(y)(t)=-x(t)] ,[x(t),y(t)] ， 
t=0..10, [[x(0)=-3,y(0)=3] ， 

[x(0)=0,y(0)=0.3]] ,stepsize=0.015,scene=[x(t), y(t)], 
linecolour=sin(t*3.14/2) ,method=classical [foreuler]); 

结果 如 图 6.11 所 示 - 


图 6.11 

例 6.9 ”Rossler 方程 : 
EE 
y =z+ay, 


>with(DEtools) :>a:=0.2:b: 

SRossler: =diff (x(t) ,t)<y(t)-z(t) ,diff (y(t),t)=x(t)+asy(t) ,diff (z 
(5) st) btx(t) #2(t) -cez(t); 

>DEplot3d({Rossler}, {x(t) ,y(t) ,z(t)},t=50. .200, [[x(0)=1,y(0)=1, 
2(0)=1]] ,>scene= [x(t) ,y(t) ,z(t)] ,stepsize=0.05,thickness=1,1inec— 
olor=blue,font=[TIMES,ROMAN,20] ,orientation=[40,120]); 

结果 如 图 6.12 所 示 . 

例 6.10 ”哈密 顿 函数 H(z,y) 
>with(Plots) : 

>contourplot (了 -2/2-x~2/2+x~4/4,x=-2. .2,y=-2. .2); 
结果 如 图 6.13 所 示 . 


1 


一 3 + 二 的 雪线 图 (等 视 面 ). 


-182 第 6 章 。 Maple 软件 在 解 常 微分 方程 中 的 应 用 


二 
下 
图 6.12 图 6.13 


6.3 利用 Maple 软件 解 微分 方程 


运用 Maple 解 方程 必然 涉及 各 种 初等 代数 运算 , Maple 能 够 显 式 , 或 者 隐 式 地 
解析 求解 许多 微分 方程. 计算 机 代数 系统 Maple 的 一 项 重要 功能 就 是 求解 各 种 微 
分 方程 , 它 提供 了 大 量 的 函数 来 解 各 种 微分 方程 

解 微 分 方程 的 常用 命令 是 dsolve 其 一 般 格式 为 

dsolve(< 方程 >, < 函数 >, [implicit])， 
它 可 以 给 出 许多 常 微分 方程 和 初 什 问 是 的 解析 解 

例 6.11 求 伯 努 利 方程 嘲 + = a(inz)y 的 通 解 

>eq:=diff (y(x) ,x)+y(x)/x=a* (ln(x))*y"2; 


ea:= (E32) + = aln(zjy(zj2 
>dsolve(eq,y(x)); 


志 | 一 (zjPa 十 z_el 

例 6.12 求解 Legendre 方程 (1 一 22)y" 一 2zy +nn+l)y = 0, 其 中 m 为 常 

>eq:=(1-x"2)*diff (y(x) ,x$2)-2*x*diff(y(x) ,x)+n* (n+1)*y(x)=0; 
ma-a( 吕 va)-2( 训 re) +nln + Dye) =0 


>dsolve(eq，y(x) ’type=serie: 
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ya =u(0) + DUOz+ (Br2y0) = $ny(0)) = 
+ (pwO- 训 poO+ipOO)= 
二 (+ 页 oO+ 吉 wy- nyO) 芝 
+ ( 曾 eowO+ 高 "pwO- 瘟 mpw 
= nD + §D0)) s+ ole®). 


在 许多 情况 下 , 它 还 可 以 提供 级 数 解 , 如 
>dsolve({diff (x(t),t)=x(t)*(1-x (t)),x(0)=alpha},x(t)); 
1 
Mo rey 
a 

Maple 也 可 用 于 数值 求解 初 值 问题 . 详 见 (dsolve, numeric). 然而 , 由 于 Maple 
是 解释 性 语言 , 如 果 你 所 面临 的 是 非常 大 或 非常 困难 的 数值 问题 , 最 好 使 用 FOR- 
TRAN 程序 来 解决 . 纯 函 数理 论 将 微分 方程 区 分 为 J") = f(z),y" = f(z,y),y = 
jwy) 三 种 类 型 ,利用 变量 代 换 化 归 为 一 阶 线 性 微分 方程 求解 ， 求 解 过 程 纷繁 复 
杂 - 如 使 用 dsolve 函数 , 则 简捷 易 行使 用 dsolve 命令 的 常规 格式 , 还 可 以 直接 求 
解 常 系 数 齐 次 与 非 齐 次 线性 微分 方程、 变 系数 的 Puler 方程, 如 

(CD 解 微 分 方程 = 1 一 ,vy(0) = 0 

>dsolve({diff (y(x) ,x)=1-y(x) “2,y(0)=0},y(x)); 

y(x)=-tanh(-x) 。 

Co) 试 求人 问题 = | 2 ， | =+ | - | ,2(0) = [ 冯 | 的 解 

>dsolve({D(x1) (t)=x1(t)+x2(t)+exp(-t) ,D(x2) (t)=x2(t) ,x1(0)=-1,x2 

(0)=1}, {x1(t) ,x2Ct)}); 


{a = -et+tet+et Gi 到 3) ,22(0) = a 


6.4 ”高 等 应 用 举例 一 一 非 线性 Volterra 
捕食 模型 的 定性 分 析 


Volterra 捕食 与 被 捕食 数学 模型 对 于 研究 种 群 增长 的 生态 关系 十 分 重要 . 本 节 
主要 是 在 Volterra 捕食 模型 的 基础 上 , 主要 利用 Maple 软件 研究 具有 种 内 竞争 , 选 
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择 性 捕食 及 同时 具有 种 内 竞争 和 选择 性 捕食 的 三 个 非 线性 Volterra 捕食 系统 , 进行 
理论 分 析 及 Maple 软件 求解, 使 用 数值 模拟 描述 其 周期 解 的 性 质 和 相 图 形 貌 , 并 讨 
论 系统 的 稳定 性 及 其 实际 应 用 . 


6.4.1 ”Volterra 被 捕食 -捕食 模型 简介 四 


意大利 生物 数学 家 杯 安 考 纳 (DAncona) 发 现 地 中 海 各 海港 在 第 一 次 世界 大 战 
期 间 捕 鱼 量 减 少 而 捕获 到 的 捕食 鱼 占 的 百分比 却 急剧 增加 , 为 解释 这 一 现象 , 意 大 
利 数学 家 沃 尔 泰 拉 (Volterra) 建立 了 一 个 关于 捕食 鱼 与 被 捕食 色 生 长 情形 的 数学 
模型 

在 自然 界 广泛 存在 着 两 个 种 群 相互 依存 、 相 互 制约 的 生存 方式, 即 种 群 甲 靠 丰 
富 的 自然 资源 生长、 繁衍 ,而 种 群 乙 全 大 捕食 四 为 生 , 我 们 称 种 群 中 为 食 饵 或 被 捕 
食 者 ， 称 种 群 乙 为 捕食 者 , 二 者 共同 构成 一 个 被 捕食 者 -捕食 者 系统 . 

为 建立 模型 , 沃 尔 秦 拉 把 所 有 的 鱼 分 成 两 类 : 被 食 鱼 与 捕食 鱼 , 以 z(t) 和 vl) 
分 别 表示 被 食 鱼 、 捕 食 鱼 在 + 时 刻 的 数量 . 设 被 食 鱼 所 需 的 食物 很 丰富 , 他们 本 身 
的 竞争 并 不 激烈 , 在 没有 捕食 鱼 存在 的 情况 下 , 它 的 数量 应 满足 指数 增长 模型 , 即 
归 = oz(a > 0, 表示 自然 相对 增长 率 ), 但 由 于 捕食 鱼 的 存在 , 致使 其 增长 率 沽 
小 , 设 其 减 小 的 程度 与 挤 食 鱼 的 数量 v(t) 成 正比 , 比例 系数 为 5, 它 反映 了 捕食 鱼 
的 掠 食 能 力 . 于 是 z(t) 应 满足 微分 方程 


至 -za- 岂 =az-tbmy 
类 似 地 ， \ 活 尔 春 拉 认 为 捕食 鱼 在 没有 被 食 鱼 存在 的 情况 下 必然 按照 死亡 率 c 死 


亡 殉 尽 , 即 并 cy(e > 0 为 常数 ), 但 由 于 被 食 鱼 的 存在 为 其 提供 了 食物 , 使 其 死 


亡 率 下 降 ， 并 保证 了 它 可 以 继续 繁 和 设 被 食 鱼 对 捕食 鱼 的 这 种 作用 与 被 食 鱼 的 数 
量 z(t) 成 正比 , 比例 系数 为 d, 则 y(t) 应 满足 微分 方程 


并 ye+ dz) = -oy + dey. 
于 是 得 到 著名 的 Volterra 被 捕食 -捕食 模型 : 


sa 
(6.1) 
时 = = -0 + dry. 
该 方程 表示 了 当 不 存在 人 类 捕 鱼 活动 时 , 捕食 鱼 与 被 食 鱼 所 遵循 的 生存 规律 , 还 可 
以 用 来 描述 加 拿 大 森林 中 的 美洲 免 与 山猫, 阿尔 捍 斯 山 的 落叶 松 与 芽 虫 , 草原 上 的 
“加 见 文献 王 高 洪 等 , 2006; 皮 洛 , 1987; 王 树 和, 1999. 
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狼 和 免 的 生存 规律 . 如 果 要 考虑 渔业 对 Volterra 模型 的 影响 (用 。 反映 渔业 的 水 
平 ), 那么 需 将 模型 (6.1) 作 如 下 修改 : 


宇 =ar— bry— er= (0—e)z— bry, 
所 =-y+dry—ey= (c+e)y+dry. 

下 面 , 对 (6.1), (6.2) 的 分 析 作 一 下 简单 介绍 . 

对 于 模型 (6.1), 它 没有 解析 解 , 只 有 通 解 (z%e-<<)(y*e-) = k(k 为 任意 常数 )， 
沃 尔 泰 拉 发 明了 一 种 巧妙 的 方法 , 就 是 在 zy 平面 上 画 出 z(t) 与 y(t) 变化 的 相 图 ， 
从 相 图 来 进行 分 析 . 从 相 图 中 可 直接 看 出 , 若 初始 时 刻 只 有 被 捕食 者 , 则 其 数量 会 
越 来 越 多 ; 若 初始 时 刻 只 有 捕食 者 , 则 其 数量 会 趋 于 零 ; 若 初始 时 刻 二 者 都 有 , 随 
着 时 间 t 的 增加 , 二 者 数量 章 周 期 变化 , 无 休止 地 呈现 动态 的 生态 平衡 还 可 证 明 
z(t), y(t) 在 一 个 周期 T 内 的 平均 值 为 = = "= 去 

对 于 模型 (6.2), 当 a-e > 0 时 , 它 与 模型 (6.1) 是 同一 形式 的 方程， 只 是 将 a 换 
成 了 a-e, 将 c 换 成 了 c+e, 因此 系统 (6.2) 的 解 的 平均 值 为 z= gy= 2 号 
这 表明 , 适度 的 捕 鱼 (= < a), 会 增加 被 食 鱼 的 数量 而 使 捕食 鱼 的 数量 减少 ; 相反 沽 
少 捕 鱼 量 却 会 增加 捕食 鱼 的 数量 而 减少 被 食 鱼 的 数量 .这 一 结果 称 为 Volterra 原 
理 , 它 不 仅 完全 可 以 解释 第 一 次 世界 大 战 期 间 地 中 海地 区 捕 鱼 量 减 少 而 捕获 到 的 捕 
食 鱼 所 占 百分比 急剧 增加 的 现象 , 还 可 用 它 解释 对 存在 固有 天 天 的 害虫 施用 杀 虫 剂 
会 使 所 要 杀 灭 的 害虫 数量 增加 的 现象. 

除了 以 上 两 种 模型 外 , 还 有 人 提出 过 以 下 几 种 关于 弱肉强食 微分 方程 模型 ( 王 


高 雄 等 , 2006): 
TF =ar ~ bry — cz?, 
电 


(6.2) 


(6.3) 


(6.4) 


dy _{ dT, #0, (6.5) 
a -cy, z=0. 
这 些 复杂 的 捕食 系统 的 动态 过 程 和 稳定 性 问题 涉及 了 微分 方程 定性 理论 和 多 


个 科学 技术 工程 领域 . 鉴于 复杂 的 多 参数 和 非 线性 等 特点 , 单纯 的 理论 研究 在 某 些 
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方面 限制 了 系统 模型 的 推广 和 应 用 . 钟 益 林 等 (2007) 采用 理论 分 析 和 Maple 软件 
数值 模拟 相 结合 的 方法 对 (6.1) 进行 了 分 析 , 本 节 在 此 基础 上 采用 此 方法 对 具有 种 
内 竞争 , 选择 性 捕食 及 同时 具有 种 内 竞争 和 选择 性 捕食 的 三 个 非 线性 Volterra 捕食 
模型 的 周期 解 和 相 图 进行 研究 , 讨论 其 稳定 性 及 应 用 . 
6.4.2 ”具有 种 内 竞争 的 非 线性 Volterra 捕 食 模型 

简单 的 Volterra 捕食 模型 并 未 考虑 捕食 者 与 捕食 者 之 间 、 被 食 者 与 被 食 者 之 
间 的 竞争 , 而 这 些 竞争 当 外 界 食物 有 限时 是 不 可 避免 的 . 如 果 考 虑 种 内 竞争 , 则 数 
学 模型 (6.1) 应 修改 为 ( 王 树 禾 , 1996) 


dz 
人 

[| a 

= -+ dy fy 


其 中 a,b,c,d 的 表示 意义 与 (6.1) 相同 , -ez?, 一 fy? 是 反应 种 内 竞争 的 项 , e,f 为 同 
一 自然 环境 中 两 种 群 的 自身 密度 制约 系数 , 且 a,b,c,d,e,f 皆 为 正常 数 . 由 


(6.6) 


计算 得 到 平和 点 px(0,0).pa (2.0) ,ps ( 0- 人) ,pe ( 叶 汪 , 各 等 ) ,其 中 
dz 


至 三 
显然 不 稳定 , 由 (6.6) 的 线性 近似 系统 a 的 特征 根 为 AL = a,X2 = -ce 
ri 
故 pi(0,0) 是 鞍点 .pa 显示 了 系统 中 一 个 种 群 必 将 灭亡 的 极端 态势 , 且 在 这 里 显示 
的 是 弱者 胜 , 强 者 败 , 即 被 食 者 数量 趋 于 “， 捕食 者 灭亡, 而 ps 无 意义 讨论 pu 由 
平衡 点 稳定 性 判别 定理 ( 王 高 维 等 , 2006) 可 得 2 > 1 时 该 点 稳定 
1 应 用 Maple 软件 数值 模拟 


为 确定 z,y 随时 间 的 变化 规律 , 用 Maple 软件 数值 模拟 解 初 值 问题 


dz 
(0) = zo， (0) = wo- 
设 其 中 的 系数 (根据 大 量 统计 分 析 和 假设 检验 得 到 ) 分 别 为 ( 李 岚 等 , 2007) 
a=1 b=01, e= 


.01， c=0.5,d=0.05,，f=0.01, 
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并 假设 2(0) = 25,y(0) = 5. 
在 Maple 环境 中 输入 如 下 程序 以 求 得 其 数值 解 . 
restart: 
with(plots): 


{diff (x(t) ,t)=asx(t) -bex(t)*y(t) -esx(t) "2,diff (y(t) ,t)= 
-exwy(t)+d*x(t)*y(t)-f*y(t) "2}: 

init:={x(0)=x0, y(0)=y0}: 

sol:=dsolve(eqs union init,numeric): 

odeplot (sol, [[t,x(t)],[t,y(t)]] ,0..50,numpoints=50); 

odeplot (sol, [x(t) ,y(t)] ,0. .50,numpoints=15000, color=blue) ; 
eq(so1(1/5) ,i=0. .250) 

在 运行 程序 之 后 , 可 得 到 如 图 6.14 和 图 6.15 所 示 的 结果 . 


25 a 
20 12 
10] 
15 
8: 
1 
0 LORE AR OR 
4 2 
图 6.14 图 6.15 
2. 系统 分 析 


从 图 6.14( 捕 食 模型 (6.6) 的 数值 解 ) 和 图 6.15( 捕 食 模型 (6.6) 的 相 图 ) 可 以 看 
出 刚 开 始 两 个 种 群 数量 都 有 所 增加 , 其 中 捕食 者 增加 的 数量 多 , 被 捕食 者 增加 的 非 
常 少 . 由 于 两 种 群 各 自 之 间 存在 密度 制约 系数 , 一 定 周期 后 各 种 群 数量 将 趋 于 稳定 
态势 , 改变 系统 中 的 参数 进行 大 量 模拟 计算 , 所 有 模拟 计算 结果 显示 , 当 t 充 分 大 时 ， 


af +be ad—ce af +be ad 一 ce 
zl 赵 于 寻 守 ,vl0) 赵 于 中 二 学 即 (中 芋 生 中 二 全 是 稳定 的 ,该 系 统 


表现 出 了 渐 近 稳 定 的 生态 循环 性 . 从 相应 程序 得 到 的 数据 列表 中 还 可 以 看 出 , 数值 
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解 的 周期 约 为 T=10.1, 我 们 在 Maple 中 用 辛普森 近似 积分 ( 钟 益 林 等 , 2007) 计算 
可 得 出 z(t),y(t) 各 自 的 最 大 值 与 最 小 值 : 
>with(student) : 
mean:=evalf (simpson(sol(t) ,t=0..10.1,100)/10.1): 
ax(seq(rhs(sol(1/10) [2]) ,i=0. .110)); 
in(seq(rhs(sol(i/10) [2]) ,1=0. .110)); 
eq(rhs(sol(i/10) [3]) ,i=0. .110)); 
ynin:=min(seq(rhs(sol(i/10) [3]) ,1=0..110)); 
计算 结果 为 : z(t), y(t) 的 最 大 整数 值 分 别 是 26, 15; 最 小 值 分 别 是 6, 5; 此 时 
(z(b,y(b) 趋 近 于 ps(12,9). 
6.4.3 ”具有 选择 性 捕食 的 非 线性 Volterra 捕 食 模 型 


在 自然 界 中 捕食 者 在 捕食 猎物 时 客观 上 存在 选择 性 , 一 般 以 捕食 成 年 者 为 主 
(因为 幼小 者 体积 小 、 易 隐蔽 , 不 易 被 捕获 ). 设 z(t) 为 成 年 被 食 者 总 数 , y(t) 为 幼小 
者 总 数 , z(t) 为 捕食 者 总 数 , 可 建立 如 下 方程 (Lucas, 1998): 


ar + gy — brz, 


hz ~ (a+r g)y, (6.7) 


—cz+ dzrz, 


其 中 9 表示 幼小 者 的 成 长 率 , h 表示 与 成 年 者 成 正比 的 出 生 率 , 其 他 参数 的 表示 意 
义 同 以 上 系统 类 似 . 由 


可 计算 得 到 平衡 点 
he hg-a?—ag 


< 
nO00, pm (SR) 

对 于 pz, 当 且 仅 当 hg - a? 一 ag > 0， 加 > 1 时 有 意义 . 

1. 应 用 Maple 软件 数值 模拟 

令 a= 0.05,b = 0.1,c = 0.1,d = 0.05,g = 0.5,h = 5, 取 初 值 z(0) = 16， 
y(0) = 30, z(0) = 10, 在 Maple 环境 中 输入 如 下 的 程序 以 求 得 其 数值 解 . 

restart: 

with(plot: 

a:=0.05: 
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d:=0.05: g:=0.5: h:=5: 
eqs:={diff (x(t),t)=-axx(t)+g*y(t) -bex(t)*z(t) ,diff (y(t) ,t)=hex(t)— 
(atg)*y(t) ,diff (z(t),t)=-c*z(t)+d*x(t)*z(t)}; 
init:={x(0)=16,y(0)=30,2(0)=10}: 
sol:=dsolve(eqs union init, numeric): 
‘odeplot(sol, [[t,x(t)], [t,y(t)], [t,z(t)]] ,0..150,numpoints=1000); 
odeplot (sol, [x(t) ,y(t) ,z(t)] ,0. .50,numpoints=150000, color=blue); 
在 运行 程序 之 后 , 可 得 到 如 图 6.16 和 图 6.17 所 示 的 结果 . 


100: 
人 0 
20: 
oi 20 40 60 B80 100 120 140 
t 
图 6.16 图 6.17 
2. 系统 分 析 


由 于 捕食 者 选择 性 拉 食 因素 的 放 用 , 系统 (6.7) 可 以 看 成 三 个 种 群 之 则 彼此 制 
约 的 系统 , 从 图 6.16( 捕 食 模型 (6.7) 的 数值 解 ) 图 6.17( 捕 食 模型 (6.7) 的 相 空间 
图 ) 中 可 以 看 出 开始 由 于 捕食 者 选择 捕食 成 年 者 , 所 以 幼年 者 的 数量 急剧 增加 , 随 
着 幼小 者 长 大 又 成 为 捕食 对 象 数量 又 减少 ,一定 周 期 后 三 个 种 群 的 数量 者 趋 于 稳 
定 考 势 模拟 结果 显示 当 充分 大 时 ,z(b) 赵 于 $v() 赵 于 Te z() 趋 于 


c he 四 -oz-og 
和 即 (多 ) 是 和 定 的 , 该 系统 表现 出 了 稳定 的 


(e+9)” bla+g) 
生态 循环 性 . 同样 可 以 在 Maple 环境 中 用 辛普森 近似 积分 计算 得 出 z(t), y(t), z(t) 
各 自 的 最 大 值 与 最 小 值 . 


6.4.4 ”同时 具有 种 内 竞争 、 选 择 性 捕食 的 非 线 性 Volterra 捕 食 模型 


在 自然 界 中 ， 种 内 竞争 和 选择 性 捕食 在 同一 个 生态 系统 中 客观 上 是 同时 存在 
的 . 根据 模型 (6.6) 和 (6.7), 我 们 可 以 得 到 同时 具有 种 内 竞争 、 选 择 性 捕食 的 非 线 
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性 Volterra 捕食 模型 
az a 
+ 
并 =hz -atg)y -fy (6.8) 
坚 = -etdzz -mz 


其 中 -ez2, -fy?, -mz? 是 反应 种 内 竞争 的 项 , e, f, m 分 别 为 同一 自然 环境 中 被 捕 
食 者 的 成 年 者 、 幼 小 者 和 捕食 者 三 种 群 的 自身 密度 制约 系数 , 其 他 参数 的 表示 意义 
与 模型 (6.7) 相同 . 

应 用 Maple 软件 数值 模拟 及 系统 分 析 

令 a=005,b=0.1,c=0.1,d=0.05,e=0.01,f =0.01,m=0.01,9=0.5,h= 
5, 取 初 值 z(0) = 36,y(0) = 30, z(0) = 10, 在 Maple 环境 中 输入 如 下 程序 以 求 得 其 
数值 解 . 

restart: 

with (plots): 

a:=0.05: b:=0.1: c:=0.1: d:=0.05: g:=0.5: 

m:=0.01: 

{diff (X(t) ,t) asx(t) tgey(t) -bex(t) sz(t) -erx(t) "2,diff (y(t) , 
t)=hex(t)- (at) ey(t) -fry(t) "2,diff (z(t) ,t)=-cez(t)+dwx(t)9z(t)- 
maz(t) 2}; 
init:={x(0)=36, y(0)=30, z(0)=10}: 
sol:=dsolve(eqs union init,numeric): 
odeplot (sol,[[t,x(t)] ,[t,y(t)] ,[t,z(t)]] ,0. .50,numpoints=500); 
‘odeplot (sol, [x(t),y(t),z(t)] ,0..100,numpoints<150000,color=blue); 

在 运行 程序 之 后 , 可 得 到 如 图 6.18 和 图 6.19 所 示 的 结果 . 

从 图 6.18( 捕 食 模型 (6.8) 的 数值 解 ), 图 6.19( 捕 食 模型 (6.8) 的 相 空 间 图 ) 可 以 
看 出 同时 具有 种 内 竞争 和 选择 性 捕食 的 非 线性 Volterra 捕食 模型 在 自身 的 调节 下 ,， 
经 过 一 定时 间 后 , 种 群 的 数量 都 趋 于 稳定 态势 . 

6.4.5 ”结论 


通过 用 Maple 软件 对 具有 种 内 竞争 、 选 择 性 捕食 以 及 同时 具有 种 内 竞争 和 选 
择 性 捕食 的 三 个 非 线性 Volterra 捕食 模型 的 研究 可 得 到 以 下 结论 : 

(1) 用 Maple 软件 数值 模拟 得 到 模型 的 数值 解 和 相 图 , 有 利于 人 们 对 数学 生态 
模型 的 理解 . 对 于 前 面 提 到 的 模型 (6.4)、(6.5), 还 有 一 些 更 复杂 的 生态 模型 , 都 可 
以 结合 Maple 软件 来 进行 研究 . 


=0.01: £:=0.01: 
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图 6.18 图 6.19 


(2) 具有 种 内 竞争 的 非 线性 Volterra 捕食 模型 接近 于 自然 环境 中 的 生态 情形 ， 
在 没有 外 力作 用 的 情况 下 , 表现 出 系统 自身 的 调节 功能 以 及 依靠 自身 的 调节 而 达到 
的 循环 稳定 性 

(3) 具有 选择 性 捕食 的 非 线性 Volterra 捕食 模型 也 可 以 看 成 是 系统 自身 的 调节 
功能 在 起 作用 , 捕食 者 通过 选择 性 捕食 来 促使 食物 来 源 ,使 得 捕食 者 、 被 捕食 者 的 
成 年 者 和 幼小 者 三 方 最 终 达到 平衡 ， 三 个 种 群 之 间 彼 此 制约 的 食物 链 模 型 可 以 用 
此 系统 来 进行 解释 . 

(4) 同时 具有 种 内 竞争 和 选择 性 捕食 的 非 线性 Volterra 捕食 模型 更 接近 于 自然 
环境 中 的 生态 情形 , 在 没有 外 力作 用 的 情况 下 , 它 也 表现 出 了 系统 自身 的 调节 功能 ， 
以 及 依靠 自身 的 调节 使 三 种 群 最 终 达到 平衡. 


习题 6 


1. 在 同一 些 标 系 下 , 作出 y = z,e”, Inz,sech?z 的 图 形 . 
2, 利用 dsolve 解 微分 方程 


了 十 工 一 tet 

z(0)=1, zj=-1， zx 加 =2，z%(O)=0. 
2 =aly-z), 
zz-y， 的 解 ,其 中 自行 取 值 a,b,c € R+. 
2 =zy-bz 


3. 利用 DEplot3d 绘制 Lorenz 方程 | 


4. 分 别 绘制 函数 吾 (z,y) = 27 二 y,z? 一 妨 ,十 切 ? (= 一切” 的 轨 线 图 (等 势 面 ). 
5. 利用 本 章 方法 (dsolve、 DEplot 等 ) 研究 数学 摆 问 题 ( 见 第 1 章 ). 
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第 7 章 ” 常 微 分 方程 的 建 模 应 用 


7.1 数学 建 模 概述 


从 传统 观念 上 看 , 中 国 数学 界 对 于 数学 的 看 法 是 : 数学 是 科学 与 文化 教育 的 基 
础 , 是 自然 科学 的 基础 , 是 解决 数理 学 科 前 沿 科学 问题 的 研究 工具 . 在 这 样 的 思想 
指导 下 , 数学 的 发 展 道路 是 “从 数学 到 数学 ”的 自我 完善 , 且 为 解决 数理 学 科 前 沿 
科学 问题 提供 了 新 的 数学 方法 , 其 结果 对 于 数学 的 贡献 当然 是 很 大 的 , 如 促进 了 基 
础 数学 的 发 展 , 培养 了 大 批 的 基础 数学 人 才 - 

“但 是 , 数学 最 初 是 来 源 于 人 类 的 生活 和 生产 实践 的 ,“ 数 与 形 " 就 是 数学 的 原形 
有 相当 多 的 数学 历史 故事 表明 ,推动 数学 学 和 发展 的 原始 问题 并 不 是 数学 家 提出 
的 , 如 推动 微 积分 发 展 的 是 天 体力 学 中 的 行星 运动 问题 , 推动 概率 论 发 展 的 是 “ 财 
资 分 配 " 问题 . 同样 , 促进 数学 重要 发 展 的 有 些 核心 人 物 通常 也 不 是 数学 家 , 如 发 明 
微 积分 的 是 物理 学 家 Newton. 另 一 方面 , 在 促进 其 他 学 科 重要 发 展 的 核心 人 物 中 ， 
又 出 现 了 数学 家 的 身影 , 如 部 分 Nobel 经 济 学 奖 获得 者 . 20 世纪 30 年 代 , 英国 生 
物化 学 家 李 约 瑟 (J. Needham) 曾 提出 过 一 个 被 后 人 称 为 “ 李 约 瑟 难题 " 的 问题 : 尽 
管 中 国 古代 对 人 类 科技 发 展 作出 了 很 多 重要 的 贡献 . 但 是 , 为 什么 科学 和 工业 革命 
没有 在 近代 中 国产 生 ? 相信 这 道 难题 在 一 定 程度 上 震 扩 了 中 国 的 数学 界 ，2008 年 
11 月 , 香港 中 文大 学 陈 方正 教授 在 云南 省 纪念 国立 西南 联合 大 学 70 华诞 的 “科学 
大 讲坛 " 上 就 对 “ 李 约 瑟 难题 " 提出 了 自己 的 一 个 观点 , 他 认为 , 科学 在 近代 中 国 没 
有 与 数学 结合 起 来 , 而 科学 在 西方 则 是 文明 的 主流 , 这 是 从 毕 达 哥 拉 斯 就 英 定 了 . 

进入 20 世纪 90 年 代 以 来 , 中 国 数学 界 就 开始 意识 到 数学 的 发 展 不 能 单纯 地 依 
靠 基础 数学 . 解决 数学 领域 内 的 许多 著名 猜想 和 难题 (如 哥 德 巴赫 猜想 、 费 马 大 定 
理 等 ) 固然 重要 , 但 是 , 随 着 科学 技术 的 发 展 、 社 会 的 进步 、 经 济 的 快速 发 展 ， 人 们 
提出 了 大 量 新 的 具有 挑战 性 的 实际 问题 , 对 问题 的 解决 是 人 类 文明 进步 和 科学 发 展 
的 标志 . 对 此 , 数学 也 应 该 有 所 作为 , 中 国 应 该 重视 和 加 强 应 用 数学 的 发 展 . 事实 上 ， 
在 中 国 高 等 教育 中 所 出 现 的 一 个 显著 标志 是 : 在 美国 大 学 生 数 学 建 模 竞赛 的 影响 
下 , 中 国 于 1994 年 开始 了 全 国 大 学 生 数 学 建 模 竞赛 .随后 , 竞赛 规模 越 来 越 大 , 影 
响 面 范围 越 来 越 广 , 现 已 成 为 中 国 高 等 教育 中 最 大 规模 的 年 度 学 生 课 外 科技 活动 ， 
“一 次 参赛 , 终身 受益 " 早已 成 为 中 国 大 学 生 的 共识 , 它 有 力 地 带动 了 数学 应 用 型 和 
创新 型 人 才 的 培养 , 促进 了 数学 教育 事业 的 新 发 展 . 近年 来 , 全 国 研究 生 数学 建 模 
竞赛 活动 也 开展 起 来 了 . 现在 , 数学 是 一 种 技术 、 一 种 艺术 、 一 种 美的 看 法 , 它 日 益 
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深入 人 心 . 数学 与 其 他 学 科 领 域 的 交叉 与 融合 也 已 成 为 了 国家 科学 研究 “十 一 五 " 
规划 的 重要 内 容 . 

那么 , 什么 是 数学 建 模 呢 ? 简 言 之 , 数学 建 模 就 是 用 数学 方法 去 描述 和 解决 实 
际 问题 , 或 者 描述 相关 学 科 领 域 中 的 科学 问题 , 其 结果 是 以 数学 符号 、 变量 、 公 式 
方程 、 几 何 图 形 等 数学 语言 去 表示 实际 问题 或 科学 问题 的 数学 结构 , 或 者 数学 式 ， 
称 为 数学 模型 . 数学 建 模 是 基础 数学 通 向 应 用 的 桥梁 , 是 发 展 应 用 数学 的 重要 组 成 
部 分 

这 里 , 有 三 个 概念 需要 得 到 进一步 澄清 : 数学 建 模 、 数 学 模型 、 数 学 式 . 数学 
建 模 是 强调 利用 数学 方法 去 解决 问题 的 全 过 程 , 而 数学 模型 则 是 强调 结果 , 即 数学 
建 模 过 程 中 所 建立 起 来 的 数学 结构 或 者 数学 式 、 数 学 式 与 数学 模型 是 不 同 的 , 如 
果 数 学 式 是 可 以 用 来 描述 某 个 有 实际 意义 的 问题 , 那么 , 它 就 是 一 个 数学 模型 , 否 
则 , 它 只 能 是 一 个 理论 上 的 数学 式 子 而 已 ， 例 如 , 代表 自由 落体 运动 的 公式 s = 
30+vot— Boe 就 是 一 个 二 次 函数 模型 ,而 关于 变量 t 的 一 个 二 次 函数 , 就 只 能 认 
为 是 一 个 数学 式 子 , 即 二 次 多 项 式 . 解数 学 应 用 是 其实 就 是 完成 一 个 简单 的 数学 建 
模 任务 

可 见 , 数学 建 模 的 过 程 是 非常 重要 的 . 要 学 会 数学 建 模 , 就 需要 具备 多 方面 的 
素质 , 例如 , 对 相关 数学 基础 知识 的 掌握 程度 , 对 相关 实际 问题 的 背景 及 其 学 科 知 
识 的 了 解 , 以 及 科学 的 思维 方法 等 , 这 些 需要 一 定时 间 的 积累 . 

数学 建 模 可 以 按照 不 同 的 问题 、 不 同 的 数学 方法 、 不 同 的 对 象 去 加 以 分 类 , 如 
物理 问题 建 模 、 化 学 问题 建 模 、 生 物 问 题 建 模 、 经 济 问题 建 模 、 教 育 问题 建 模 、 波 
动 问题 建 模 ; 又 如 , 初等 数学 建 模 、 微 积分 建 模 、 常 微分 方程 建 模 、 概 率 统计 建 模 、 
线性 规划 建 模 、 偏 微分 方程 建 模 等 , 而 所 产生 的 相应 数学 模型 可 依次 称 为 : 初等 数 
学 模型 、 微 积分 模型 、 常 微分 方程 模型 、 概 率 统计 模型 、 线 性 规划 模型 、 偏 微分 方 
程 模型 等 . 

完成 数学 建 模 的 过 程 大 致 需 要 经 历 以 下 步 又 


1. 提出 问题 
提出 要 用 数学 方法 去 解决 的 实际 问题 , 或 者 相关 学 科 中 的 科学 问题. 
2. 建立 模型 


这 是 数学 建 模 的 关键 , 可 分 为 以 下 几 个 步骤 : 

(1) 分 析 问题 . 对 所 提出 的 问题 进行 具体 分 析 , 明确 可 以 用 的 数学 方法 与 工具 ， 
找到 用 数学 去 描述 和 解决 问题 的 结合 点 . 

(2) 提出 合理 假设 . 这 里 需要 对 相关 数学 的 基础 知识 有 所 掌握 , 对 所 提出 问题 
的 相关 背景 及 其 学 科 知识 与 原理 有 所 了 解 , 具有 一 定 的 科学 思维 能 力 等 . 
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(3) 引入 数学 符号 或 者 数学 变量 . 用 于 表示 所 要 解决 的 问题 中 的 相关 因素 

(4) 模型 描述 . 根据 假设 , 符号 和 原始 问题 所 遵从 的 一 些 科学 实验 定律, 或 者 科 
学 原理 , 并 通过 一 些 数学 推理 , 用 数学 语言 表达 出 所 要 解决 的 问题 . 

3. 模型 的 求解 


利用 数学 上 的 相关 基础 理论 方法 , 进行 针对 数学 模型 的 一 些 必要 的 数学 求解 ， 
数学 推导 , 编程 计算 等 , 产生 对 于 解决 问题 有 用 的 数学 结果 


4. 模型 的 应 用 


把 对 数学 模型 求解 的 结果 又 返回 到 原始 问题 进行 相应 分 析 , 以 得 到 解决 或 者 
解释 原始 问题 的 相应 结论 , 从 而 提出 解决 原始 问题 的 具体 指导 性 建议 , 或 者 决策 性 
建议 . 

此 外 , 如 果 建立 起 来 的 数学 模型 还 不 够 完善 , 那么 , 还 可 以 通过 再 细 化 问题 , 修 
正 模型 的 假设 等 建 模 环节 去 改进 数学 模型 , 因而 还 可 以 再 形成 一 个 新 的 步 又 , 即 模 
型 的 改进 . 

在 以 上 狼 述 的 关于 “数学 建 模 " 的 方法 步骤 中 , 如 果 把 其 中 所 用 到 的 数学 方法 
改写 成 常 微分 方程 方法 , 那么 就 得 到 “ 常 微分 方程 建 模 " 的 方法 与 步骤 本 章 主要 
通过 选 讲 三 类 不 同 领域 中 科学 的 与 实际 的 问题 来 交 述 常 微分 方程 建 模 方法 的 应 用 . 
大 部 分 内 容 都 取材 于 我 们 近年 来 新 建立 和 发 表 的 常 微分 方程 模型 


7.2 ”两 个 经 典 力学 问题 建 模 一 一 Lagrange 方程 
与 动力 学 模型 


动力 学 是 研究 物体 的 机 械 运 动 与 受 力 之 间 一 般 规律 的 科学 , 它 与 运动 学 不 同 ， 
运动 学 是 研究 对 于 机 械 运动 的 描述 及 其 性 搞 ， 自 由 落体 运动 和 单 所 运动 都 是 受 力 
作用 下 质点 的 运动 ,者 属于 经 典 的 动力 学 问题 .第 1 章 已 经 建立 了 这 两 种 运动 的 党 
微分 方程 模型 ， 在 那里 , 微分 方程 建 模 的 方法 是 应 用 Newton 第 二 运动 定律 . 而 这 
里 则 给 出 另外 的 方法 , 即 应 用 分 析 力学 中 的 Tagrange 方程 来 建立 它们 的 运动 微分 
方 各 模型 

分 析 力 学 是 用 分 析 的 方法 去 研究 动力 学 问题 的 一 个 力学 分 支 ,是 经 典 力学 取得 
成 功 的 一 个 典范 , 其 中 Lagrange 方程 的 提出 是 一 个 里 程 碑 .Lagrange 方程 的 导出 有 
一 个 复杂 的 动力 学 分 析 过 程 , 这 里 忽略 其 推导 过 程 , 而 直接 写 出 其 形式 . 

设 有 nn 个 质量 分 别 为 mama, … ,mas 的 质点 所 组 成 的 质点 系 , 每 个 质点 的 相 
应 广义 内 标 (通俗 地 计 , 广义 举 标 是 描述 质点 的 直角 举 标 的 推广 形式, 如 极 华 标 、 柱 
开标 、 球面 全 标 等) 以 4 = (0 = 2.… ,有 表示 ,了 = 守 3m 兴 是 质点 系 的 
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动能 , 其 中 方 一 入 ,Ti 二 ri(q1,.… ,qk) 为 第 i 个 质点 到 定点 的 矢 径 , 则 描述 质点 系 

运动 的 Lagrange 方程 如 下 : 
dar_ar 
C7 

其 中 Qi 表示 广义 力 , 它 相 当 于 作用 在 质点 系 上 的 合力 在 广义 坐标 系 下 的 表达 式 ,大 

是 独立 的 坐标 数 , 称 为 自由 度 . 

如 果 质点 系 所 受 的 作用 力 都 是 有 势力 , 那么 有 广义 力 Qi = Bm VV 其 中 V(g) = 
V (qn,…… ,qn) 是 质点 系 的 势能 . 此 时 , Lagrange 方程 (7.1) 可 以 改写 成 如 下 形式 : 


=Q, j=1,2,.,k, (7 


下 下 一 了 一 0 了 =12… hb (7.2) 


其 中 工 = 人 TV 称 为 Lagrange 函数 . 式 (7.2) 称 为 保守 系统 的 Lagrange 方程 . 

由 上 面 介绍 的 结果 可 知 , 说 数学 是 一 种 技术 、 一 种 艺术 、 一 种 美 , 这 绝 不 是 一 
名 空话, 因为 Lagrange 方程 的 确 描述 了 质点 系 的 真正 运动 规律 . 

下 面 利用 Lagrange 方程 (7.2) 来 建立 自由 落体 和 单 的 运动 的 动力 学 方程 模型 . 

例 7.1( 物 体 的 自由 下 落 问题 ) ” 设 质量 为 m 的 物体 , 在 时 间 + = 0 时 , 从 距离 
地 面 初始 高 度 为 so 的 地 方 , 以 v(0) = wo 为 初始 速度 垂直 下 落 到 地 面 , 试 建立 物体 
在 下 落 过 程 中 的 动力 学 方程 模型 . 

提出 问题 建立 自由 落体 在 下 落 过 程 中 的 动力 学 方程 
模型 

建立 模型 物体 在 自由 下 落 的 运动 过 程 中 , 受到 了 重力 
和 空气 阻力 的 作用 .在 理想 的 真空 中 , 空气 的 阻力 是 可 以 忽 
略 的 .这 时 , 物体 的 运动 就 是 一 种 在 有 势力 作用 下 的 质点 运 
动 . 因此 , 假设 空气 阻力 可 以 忽略 . 

建立 如 图 7.1 所 示 的 直角 坐标 系 , 以 。= s(t) 为 上 时 刻 物 
体 所 处 位 置 从 标 . 于 是 , 质量 为 m 的 物体, 在 下 洲 过 程 中 的 
速度 为 b= 衬 = 动能 为 = 3ma2, 势能 为 Y = mgs( 其 
中 9 是 重力 加 速度) 因此 ,物体 的 Lagrange 西数 为 


L=T-V = jms? —mgs, 


将 它 代入 保守 系统 的 Lagrange 方程 (7.2), 得 到 


ds 
F (7.3) 


式 (7.3) 就 是 一 个 自由 落体 运动 的 二 阶 微分 方程 动力 学 模型 . 


7.2 两 个 经 典 力学 问题 建 模 一 一 Lagrange 方程 与 动力 学 模型 “197- 


模型 的 求解 对 (7.3) 积分 两 次 , 并 代入 初始 条 件 s(0) = so,v(0) = vo, 得 到 解 
为 


s() = s0+ vot — Bo. (7.4) 
模型 的 应 用 “从 模型 的 求解 结果 (7.4) 可 以 看 出 ， 当 初始 速度 为 v(0) = ww = 0 
初始 距离 为 (0) = so 时 , 有 上 + 一 /= 可 见 , 自由 落体 的 下 沙 时 间 只 与 重力 加 束 


度 9 有 关 , 而 与 物体 的 质量 无 关 . 把 这 一 结果 应 用 于 解释 两 个 物体 的 自由 下 落 运动 
现象 , 它 正好 表明 以 下 结论 : 在 距离 相同 时 , 不 同 的 物体 在 真空 里 自由 下 落 的 过 程 
中 , 不 管 它们 的 质量 大 小 如 何 , 它们 的 下 落 时 间 都 是 一 样 的 . 这 就 是 物理 学 史上 最 
著名 的 自由 沙 体 运动 定律 历史 上 有 这 样 一 个 故事 : 意大利 物理 学 家 伽利略 不 顾 自 
己 的 安危 ,敢于 在 意大利 的 比萨 斜 塔 内 做 物理 实验 , 以 验证 他 的 猜想 -自由 落 
体 运动 定律 正确 . 

例 7.2( 单 摆 的 运动 ) 单 摆 是 系 于 一 根 长 度 为 ! 的 线 上 , 而 质量 为 m 的 质点 
M. 在 重力 的 作用 下 , 它 在 垂直 于 地 面 的 平面 上 沿 图 周 运动 , 如 图 7.2 所 示 , 试 建立 
单 押运 动 的 微分 方程 模型. 

提出 问题 建立 单 摆 运 动 的 微分 方程 模型 

建立 模型 “在 真空 中 ,我 们 可 假设 单 摆 在 运动 中 
的 空气 阻力 可 以 忽略 , 因此 单 摆 只 在 重力 (有 势力 ) 作 
用 下 运动 . 如 图 7.2 所 示 , 取 逆 时 针 运动 方向 为 摆 与 
铅 重 线 所 成 的 角 0 的 正方 向 , 且 9 为 广义 华 标 . 由 
于 点 M 处 的 切 向 速度 为 v= 1 加 到 故 单 提 


动能 为 7 = ja = iml2b?， 而 势能 则 可 计算 为 
V(0) = -mglcos9， 因 此 , 单 摆 运动 的 Lagrange 函 区 
数 为 


0 


YN 
0 


L=T-V= Sm +malcosg, 
将 它 代入 保守 系统 的 Lagrange 方程 (7.2), 可 以 得 到 
mm 个 十 mgsing 一 0 6+4sing=0, (7.5) 


这 就 是 单 摆 运动 的 幅 角 所 满足 的 二 阶 非 线性 常 徽 分 方程 模型 , 它 还 可 以 写成 如 下 简 
洁 形 式 : 


6+wzsing= 0, (76) 


其 中 二/ 多 0 分 别 为 重力 加 于 度 与 扣发 
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模型 的 求解 ”模型 (7.6) 是 一 个 非 线性 微分 方程 , 它 的 解 要 用 椭圆 函数 来 表达 ， 
已 超出 了 本 书 的 范围 . 然而 , 当 摆 的 幅 角 很 小 时 , 可 以 作 如 下 近似 :sing ~ 9， 此 时 ， 
单 摆 运 动 方程 就 变 为 二 阶 线性 微分 方程 


+w0=0. (77) 
由 于 (7.7) 的 特征 方程 +w? = 0 有 共 思 虚 根 和 ,2 = 土 iw, 故 (7.7) 有 如 下 通 解 : 
0 = C1sinwt+ C2coswt = Asin (Vs (7.8) 


模型 的 应 用 ”由 (7.8) 可 知 , 单 摆 的 运动 确 是 周期 性 的 , 这 与 单 摆 做 围绕 平衡 
位 置 进行 来 回 反复 的 运动 是 一 致 的 单 摆 的 振动 周期 为 Tb = 至 一 2 振幅 是 


4, 初 相 角 是 yp. 这 时 w = 内 称 为 圆 频率 , 它 只 与 9,! 有 关 , 故 称 为 固有 频率 . 


7.3 商品 定价 问题 建 模 一 一 商品 的 浮动 价格 模型 


在 商品 的 购销 中 , 影响 商品 交易 成 功 的 因素 很 多 , 除了 商品 的 质量 , 消费 者 的 
需求 , 销售 商 的 优质 服务 态度 和 生产 企业 良好 的 售后 服务 保障 体系 外 , 商品 的 价格 
(优惠 价格 ) 往往 是 起 着 主导 作用 的 因素 , 如 大 型 超市 的 商品 价格 ( 即 所 谓 的 平价 )、 
航空 的 机 票 优惠 价格 等 . 通常 商品 的 需求 和 销售 并 不 能 完全 按 预 期 的 结果 出 现 . 从 
社会 现象 方面 来 说 , 一 种 商品 在 其 供求 矛盾 十 分 突出 的 时 候 , 其 销售 价格 往往 也 需 
要 考虑 适当 地 向 上 浮动 , 但 是 这 种 涨 价 对 于 有 些 社会 公共 商品 而 言 就 是 一 个 很 敏感 
的 社会 问题 , 如 春运 中 的 火车 票 价格 、 生 活 中 的 水 电气 价格 等 , 此 时 就 必须 要 处 理 
好 相关 的 社会 问题 . 那么 , 到 底 应 怎样 去 确定 上 下 浮动 的 商品 价格 呢 ? 它 又 将 会 带 
来 怎样 的 需求 函数 变化 呢 ? 一 般 说 来 , 需求 函数 是 一 个 单调 减 函数 , 而 在 本 节 中 , 我 
们 则 通过 建立 关于 商品 价格 的 一 个 一 阶 微分 方程 模型 , 分 析 提出 了 一 个 二 次 需求 函 
数 模型 , 它 不 再 是 一 个 单调 的 减 函数 . 

提出 问题 如 何 确定 商品 的 浮动 价格 ? 

建立 模型 在 商品 的 销售 过 程 中 至 少 可 以 制订 出 三 个 基本 的 价格 : 最低 价格 
(如 接近 于 批发 价 的 价格 ), 最 高 价格 (如 新 批发 商品 的 价格 、 政府 指导 价 ) 和 标准 价 
格 (使 得 销售 量 达到 最 大 ( 极 大 ) 的 价格 )- 

现 以 p 表示 商品 的 价格 , 9 表示 商品 的 批发 价 , po 表示 最 低 价格 , pw 表示 最 高 
价格 , p 表示 标准 价格 , 而 9(p) 则 表示 需求 函数 . 

实际 上 , 由 三 个 基本 价格 就 可 以 完全 确定 一 个 二 次 需求 函数 . 一 般 地 , 有 


gq<po<p < px. 
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由 于 我 们 要 求 m 是 9(p) 的 极 大 值 点 , 故 有 0'(p:) = 0. 根据 实际 情况 , 当 价格 

下 浮 时 , 需求 量 增加 ; 当 价格 上 浮 时 , 需求 量 下 降 . 现 以 m 作为 基准 考虑 价格 的 浮 

动 , 用 数学 语言 描述 刚才 所 述 的 实际 情况 , 有 : 当 p < pi 时 , 有 9'(p) > 0; 当 p>p1 

时 , 有 9'(p) < 0, 这 正好 是 ps 为 9(p) 的 极 大 值 点 的 一 个 充分 条 件 . 因此 , 我 们 可 假 

设 需 求 函 数 的 变化 率 与 m 一 成 正比 . 因此 , 可 以 得 到 价格 p 的 如 下 一 阶 微分 方程 
模型 : 

ep) = k(p —p), (7.9) 


其 中 上 > 0 是 待定 的 比例 系数 . 

模型 的 求解 ”微分 方程 模型 (7.9) 可 以 通过 直接 积分 得 到 通 解 , 但 是 , 因为 比 
例 系 数 k > 0 和 积分 常数 都 是 未 知 的 , 所 以 需要 再 给 定 两 个 定 解 条 件 . 例如 , 在 给 
定 b = 9(po), 96m = 0(Pu) 之 后 , 我 们 积分 (7.9) 后 便 可 得 到 解 为 


Op) =00+ 了 (2p ~ po —P)(p — po), (710) 


ee 2(00 — Om) i 
其 中 人 = (pre 式 (7.10) 就 是 一 个 二 次 需求 函数 模型 . 


模型 的 应 用 “由 式 (7.10) 可 见 ， 当 p 一 外 地 时 ,有 9(p) 一 oo, 故此 时 的 商 
品 需 求 量 将 会 增 大 . 这 表明 , 当 商 品 的 标准 价 按照 最 低 价 和 最 高 价 的 平均 值 去 确定 
时 , 将 会 有 和 需求 量 的 增加 .这 一 结 时 还 可 以 作出 如 下 解释 ， 一 种 商品 , 在 其 价格 定 
得 很 低 时 , 大 多 数 消费 者 会 认为 商品 有 质量 等 问题 , 不 太 愿意 购买 ; 而 当 价格 定 得 
很 高 时 , 大 多 数 消费 者 又 会 认为 经 济 上 承受 不 了 , 故 也 不 愿意 购买 最终, 只 有 确定 
两 者 的 平均 价格 时 , 大 多 数 消费 者 才 会 认为 质量 没有 问题 ,经 济 上 也 能 够 承受 得 起， 
因而 就 愿意 购买 该 商品 , 从 而 就 会 使 销售 量 大 幅 增加 .这样 的 结果 是 与 实际 情况 相 
符合 的 . 

由 刚才 所 得 到 的 结果 , 可 以 给 出 关于 商品 价格 浮动 的 一 个 策略 : 如 果 以 ps 作 
为 商品 的 基准 价格 而 考虑 价格 的 浮动 , 且 规 定 浮动 率 上 限 为 w, 那么 , 当 取 基准 价 
Pr! 和 浮动 价 (1 + ojP 的 平均 值 《1 + 多 )p! 作为 实际 上 的 浮动 价 时 , 将 会 使 商品 
的 销售 量 增加 . 这 就 说 明 合理 的 价格 浮动 率 应 为 3 即 为 上 限 浮动 率 的 一 半 . 这 里 ， 
请 读者 思考 一 个 实际 问题 : 设 火车 客运 日 常 票 从 为 ph, 将 其 视 为 平均 票 价 ,为 缓解 
淡季 乘客 过 少 和 旺季 (如 春运 ) 乘客 过 多 的 矛盾 ， 你 能 否 提出 火车 票 价 上 下 浮动 的 
一 个 合理 建议 ? 

进一步 还 可 以 讨论 更 多 的 相关 实际 问题 . 例如 , 在 前 面 的 二 次 需求 函数 模型 下 
考虑 商品 销售 的 利润 最 大 价 问题 事实 上 , 将 式 (7.10) 代入 商品 销售 的 利润 公式 


W={p—q)0(p) —C, (7.11) 
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其 中 , C 为 非 批发 成 本 , W 为 销售 纯利 润 
由 (7.11) 对 价格 p 求 导 , 有 


W'(p) = 0(p) + (p— 9)0'(p), W"(p) = (2pl +q— 3p), (7.12) 
在 6(p) 的 极 大 值 点 pi 处 有 
Wi'(p1) = 0(p1) > 0, (7.13) 


可 见 , W(p) 在 pr 附近 是 单调 增加 的 , 即 商品 销售 的 利润 在 需求 最 大 价 附近 是 单调 
增加 的 . 这 是 一 个 互惠 互利 的 结果 , 是 数学 模型 分 析 的 一 个 意外 收获 , 因为 在 销售 
商 和 消费 者 之 间 一 般 都 不 可 能 知道 还 有 这 样 的 数学 结论 . 
员 由 Wi'(p) = 0 可 以 得 到 驻 点 
六 2 + 包 十 昌 十 纸 一 2pl(apo+ 中 (714) 
容易 验证 , 当 根 式 里 面 的 式 子 为 正 时 , p* 就 是 使 销售 利润 最 大 的 价格 . 
最 后 ,我 们 由 Wlp") =0 得 Op") -如 <0 再 由 (79) 知 , 必 有 


p>p, (7.15) 


这 结果 又 表明 : 商品 销售 的 利润 最 大 价格 必然 大 于 使 销售 量 最 大 的 价格 . 

从 本 节 的 建 模 分 析 可 以 看 出 , 即使 起 初 只 建立 了 简单 的 常 微分 方程 模型 , 通过 
进一步 分 析 都 有 可 能 得 出 许多 对 解决 实际 问题 很 有 用 的 结论 , 这 就 是 数学 建 模 应 用 
的 奥妙 . 这 里 需要 强调 的 是 : 如 果 知 道 数学 的 确 有 用 , 那么 就 去 乐 而 为 之 吧 ! 


7.4 教育 问题 建 模 一 一 高 校 教育 收费 的 常 微分 方程 模型 
与 政府 调控 分 析 


2008 年 9 月 , 全 国 大 学 生 数学 建 模 竞赛 B 题 为 : 高 等 教育 学 费 标准 的 探讨 . 

关于 与 此 相关 的 实际 社会 热点 问题 , 我 们 已 进行 过 多 年 的 数学 建 模 应 用 研究 ， 
获得 了 一 些 有 意义 的 结果 . 本 节 主要 介绍 其 中 的 一 个 常 微分 方程 建 模 应 用 的 例子 ， 
它 直接 由 我 们 发 表 的 一 篇 论文 改编 而 成 . 在 这 里 , 为 了 反映 常 微分 方程 建 模 及 其 模 
型 应 用 分 析 解决 实际 问题 的 系统 性 和 深刻 性 结果 , 我 们 的 叙述 将 不 再 局 限于 前 面 两 
节 中 已 介绍 过 的 常 微分 方程 建 模 的 方法 与 步 颈 . 

1999 年 , 中 国 高 等 教育 收费 政策 开始 全 面 实施 . 高 等 教育 收费 是 关系 到 国家 、 
高 校 和 受 教育 者 及 其 家 庭 利益 的 大 事 . 如 何 合理 地 解决 高 等 教育 收费 问题 , 解决 贫 
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困 生 的 学 费 支付 问题 , 协调 高 等 教育 发 展 , 人 才 培 养 和 教育 公平 之 间 的 关系 , 避免 
突出 社会 矛盾 问题 的 出 现 是 当今 中 国 面临 的 社会 难题 之 一 . 近年 来 , 已 经 有 相当 多 
的 教育 理论 界 学 者 从 教育 经 济 学 , 社会 学 和 法 学 等 的 角度 出 发 对 此 进行 了 有 益 的 探 
讨 , 并 且 提出 了 一 些 相应 的 对 策 . 

对 于 高 等 教育 收费 及 其 相关 问题 , 近年 来 有 部 分 学 者 通过 数学 模型 作 了 一 些 分 
析 , 如 有 的 文献 归纳 总 结 了 已 有 的 个 人 投资 教育 成 本 与 获得 收益 的 计算 方法 , 有 的 
文献 则 用 系统 的 模型 方法 研究 了 高 校 中 的 公平 与 效率 问题 , 对 “高 校 收费 如 何 保证 
个 人 受 教育 地 公平 性 并 提高 教育 效率 " 进行 了 实例 分 析 , 有 的 文献 则 通过 构建 反映 
高 收入 和 低 阶层 需求 曲线 的 现行 高 校 收费 定价 模型 , 并 且 借助 于 几何 图 形 分 析 了 保 
障 低 收入 阶层 进入 高 校 机 会 的 可 行 性 . 关于 高 校 招生 规模 及 其 相关 问题 的 研究 , 有 
的 文献 则 从 就 业 与 招生 的 关系 出 发 提出 了 几 个 关于 高 校 毕 业 生 就 业 率 和 招生 规模 
的 微分 方程 和 时 灌 微 分 方程 模型 . 然而 , 在 描述 和 解决 关于 高 等 学 校 教育 收费 及 其 
相关 的 招生 规模 的 政府 调控 问题 上 , 还 没有 见 到 文献 引入 过 常 微分 方程 模型 . 

下 面 , 为 解决 高 等 校 教育 收费 的 基本 问题 , 先 建 立 两 个 基本 的 常 微分 方程 模型 ， 
然后 再 通过 特殊 的 模型 去 具体 地 分 析 高 校 教育 收费 和 招生 规模 的 相关 政府 宏观 调 
控 问 题 


7.4.1 ”高 校 教育 收费 的 两 个 基本 微分 方程 模型 


1986 年 ,美国 纽约 大 学 校长 D. B. Johnstone 提出 了 “教育 成 本 分 担 ” 的 观点， 
认为 高 等 教育 成 本 要 由 政府 、 社 会 和 受 教育 者 个 人 共同 分 担 . 
实际 上 , 高 校 教育 收费 只 与 受 教 育 者 个 人 分 担 的 教育 成 本 有 关 . 按照 教育 收费 
的 补充 性 和 承受 性 原则 , 我 们 认为 高校 教育 收 费 的 主要 影响 因素 是 收费 标准 (通过 
受 教 育 者 个 人 分 担 的 教育 成 本 体现 ) 和 贫困 生 的 无 支付 能 力 (会 拖欠 学 费 ) 现在 ， 
以 收费 年 为 单位 , 设 高 校 的 年 招生 人 数 N 为 连续 变量 , 高 检 的 教育 收费 为 R(N)， 
人 均 所 分 担 的 教育 成 本 为 Y(N), 贫困 生 人 均 未 支付 的 费用 为 p(N), 它们 都 是 招生 
人 数 的 函数 . 因为 YN) 和 p(N) 兴 足 下 列 条 件 : 当 7(N) 增 大 时 , 有 RN) 增加 
当 p(N) 增 大 时 , 有 R(N) 减少 , 所 以 可 作出 如 下 合理 假设 : R(N) 的 变化 率 与 Y(N) 
正 线性 相关 , 而 与 p(N) 负 线性 相关 . 于 是 , 可 以 得 到 描述 高 校 教育 收费 问题 的 如 下 
微分 方程 模型 : 
R= 5(N) ~ op(N), (7a9) 


其 中 5 > 0c > 0 是 比例 系数 . 

进一步 , 由 于 高 校 贫困 生 的 人 均 未 支付 费用 p(N) 将 会 随 受 教育 者 个 人 所 分 担 
的 人 均 教 育成 本 7Y(N) 的 增加 而 增加 , 故我 们 又 假设 有 p(N) = 9(7(N)), 其 中 g() 
是 单调 增加 的 函数 , g'(Y) > 0 表示 增长 率 . 此 时 又 得 到 关于 高 校 教育 收费 问题 的 如 
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下 微分 方程 模型 : 
R=67(N)— og(7(N)). (7.17) 
模型 还 可 以 作 进一步 的 改进 . 如 果 假设 可 由 R(N) 去 确定 Y(N) 和 p(N), 那么 
分 别 有 Y(N) = /(R(N)) 与 p(N) = h(R(N)), 其 中 f(R) 和 h(R) 都 是 单调 增加 的 
函数 , 且 可 设 /'(R) > 0, K'(R) > 0. 此 时 可 以 得 到 高 校 教育 收费 问题 的 如 下 微分 方 
程 模型 : 
R=6f(R) — oh(R). (7.18) 


同 理 , 还 可 得 到 与 (7.17) 相应 的 描述 高 校 教育 收费 问题 的 如 下 微分 方程 模型 : 
R=6f(R)— og(f(R)) (7.19) 


如 果 将 模型 (7.18) 中 的 N, R, f(R) 和 h(R) 分 别 视 为 时 间 、 人 口 数量 、 绝 对 
繁殖 率 和 死亡 率 , 那么 (7.18) 所 描述 的 正好 是 人 口 自由 发 展 的 微分 方程 模型 , 不 同 
的 函数 形式 表示 了 不 同 的 人 口 发 展 状况 . 因为 在 人 口 的 发 展 模型 中 , 死亡 率 和 繁殖 
率 是 没有 直接 联系 的 , 所 以 , 对 于 这 里 的 高 校 教育 收费 问题 而 言 , (7.17) 和 (7.19) 就 
是 我 们 提出 的 主要 控制 微分 方程 模型 . 


7.4.2 ”高 校 教育 收费 基本 模型 的 定性 分 析 


下 面 主要 通过 定性 分 析 (7.17) 和 (7.19) 去 寻求 解决 高 校 教育 收费 问题 的 方案 . 
从 模型 (7.17) 可 知 , 高 校 教育 收费 R(N) 为 常数 的 充分 必要 条 件 是 


47(N) = og(y(N)). (7.20) 


这 表明 , 高 校 保持 其 教育 收费 不 变 的 充分 必要 条 件 是 : 要 在 个 人 分 担 的 人 均 教 
育成 本 Y(N) 和 贫困 生 的 人 均 未 支付 费用 g(y(NN)) 之 间 进 行 均衡 . 为 了 实现 这 种 均 
衡 , 必须 要 求 方程 (7.20) 存在 正 根 No, 从 而 高 校 的 招生 人 数 No 和 个 人 分 担 的 人 均 
教育 成 本 mo = Y(No) 应 该 是 确定 的 - 

目前 , 我 国 将 个 人 分 担 的 教育 成 本 比例 的 上 限定 为 25%, 而 实际 上 , 在 高 校 中 
贫困 生 的 比例 已 超过 30%, 这 是 一 种 失衡 的 现象 , 客观 原因 是 高 等 教育 成 本 难于 核 
算 , 容易 使 收费 标准 超过 个 人 分 担 的 教育 成 本 比例 的 上 限 , 或 者 通过 收费 而 补偿 部 
分 政府 投入 . 因此 , 在 高 校 扩大 招生 规模 的 条 件 下 , 从 政策 措施 上 增加 政府 的 教育 
经 费 投入 , 优惠 鼓励 和 吸引 社会 资金 办 学 , 以 助 学 贷 款 、 奖学金 、 勤 工 助 学 等 形式 
解决 贫困 生 的 支付 能 力 等 都 是 实现 均衡 、 解决 问题 的 方案 . 

根据 函数 的 极 值 判别 法 , 可 以 得 出 高 校 教育 收费 保持 不 变 的 如 下 充分 条 件 : 

(DD) 当 Y(No) > 0,0 < go) < 时 , 有 尺 (No) = 0; R"(No) > 0, 高 校 的 教育 
收费 达到 极 小 值 . 这 说 明 : 在 个 人 分 儿 的 人 均 教 育成 本 Y(N) 增加 的 条 件 下 , 只 要 


7.4 教育 问题 建 模 高 校 教育 收费 的 常 微分 方程 模型 与 政府 调控 分 析 203 


把 贫困 生 人 均 未 支付 费用 的 增长 率 9(n) 控制 在 一 定 的 限度 内 , 就 可 以 保持 高 校 的 
极 小 收费 R(No) 不 变 

(2) 当 Y(No) < 0,g(%) 5 时 ， 有 R(No) =0,R"(No) > 0, 于 
到 极 小 信 . 这 说 明 , 如 果 贫困 生 的 人 均 未 支付 费用 的 增长 率 超过 了 一个 度 5, 那么 
只 有 通过 降低 个 人 分 担 的 人 均 教育 成 本 Y(N), 才能 保持 高 校 的 极 小 收费 成 No) 不 
变 . 

(3) 当 Y(No) < 0,0 < y(n) < 时 , 有 尽 (No) = 0, R"(No) < 0, 高 校 的 教育 
收费 达到 极 大 值 . 这 说 明 , 在 个 人 分 担 的 人 均 教育 成 本 Y(N) 减少 , 贫困 生 的 人 均 未 
支付 费用 的 增长 率 在 一 定 的 限度 5 内 时 , 高 校 可 以 保持 其 极 大 收费 R(No) 不 变 

这 种 情况 正 是 补充 性 和 承受 避 原 则 的 一 个 具体 体现 

(4) 在 条 件 (No) > 0,g(mn) > 5 下 m(ND) 单调 增加 , 9 (7) 也 较 大 , 高 校 的 孝 
育 收费 达到 极 大 值 . 这 种 情况 相当 于 高 收费 , 会 出 现 部 分 贫困 生 因 为 无 支付 能 力 而 
拖欠 较 多 的 学 费 , 或 者 失学 的 现象 . 因此 , 在 解决 现实 的 教育 收费 问题 时 应 当 尽力 
避免 

从 模型 (7.19) 可 知 , 高校 的 教育 收费 R(N) 为 常数 的 充分 必要 条 件 是 


61(R) = og(f(R)), 


这 是 另 一 种 均衡 , 它 要 求 (7.21) 存在 正 根 Ro, 也 就 是 有 : mo = f(Ro). 
(7.19) 的 平衡 点 .所 以 , 根据 稳定 性 判别 法 (读者 可 参看 相关 的 教材 ), 有 关于 教育 
收费 Ro 的 稳定 性 结论 . 

(5) 当 0 <g(m) < Jo) > 0 时 , Ro 是 模型 (7.19) 的 稳定 平衡 点 . 这 说 明 ， 
在 个 人 分 担 的 人 均 教育 成 本 7 = f(R) 增加 的 条 件 下 , 只 有 贫困 生 人 均 未 支付 费用 
的 增长 率 在 一 定 的 限度 2 内 , 才 会 保持 高 校 的 教育 收费 Ro 稳定 不 变 . 


(6) 当 ym) > ,1(Ro) < 0 时 ,Ro 也 是 模型 (719) 的 稳定 平衡 点 . 这 说 明 ， 
如 果 贫 困 生 的 人 均 未 支付 费 用 的 增长 率 超过 一 个 度 5， 则 只 有 通过 降低 个 分担 


的 人 均 教育 成 本 , 才能 保持 高 校 的 教育 收费 Ro 稳定 不 变 . 
(7) 在 其 他 条 件 下 , 高 校 的 教育 收费 Ro 都 是 不 稳定 的 . 


7.4.3 ” 几 个 特殊 模型 与 宏观 调控 分 析 


现在 , 我 们 根据 “具体 问题 具体 分 析 ” 的 唯物 辩证 观点 , 转 入 分 析 在 几 个 特殊 
函数 形式 下 的 高 校 教育 收费 基本 模型 (7.17)- 和 (7.19), 从 而 给 出 关于 高 校 教育 收费 
和 招生 规模 之 间 政府 宏观 调控 问题 的 一 些 新 的 结论 和 建议 . 
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设 在 免费 教育 (7 = 0) 时 , 招生 人 数 为 n; 而 在 收费 教育 时 , 政府 规定 的 个 人 分 
担 的 人 均 教育 成 本 为 ?we, 高 校 招生 人 数 为 M > n. 我 们 分 三 种 情况 进行 讨论 . 

1. 个 人 分 担 的 人 均 教 育成 本 随 招 生 人 数 增加 而 增加 的 情况 

为 简便 计 , 在 个 人 分 担 的 人 均 教育 成 本 随 招 生 人 数 增加 而 增加 的 条 件 下 , 我 们 
在 模型 (7.17) 中 设 Y(N) = ee 和 g(Y) = go7 为 线性 函数 ， 于 是 有 7(N) = 
b(n 二 入), 其 中 系数 b= 部 >0. 代入 (7.17) 后 , 可 以 得 到 如 下 的 高 校 教育 收 
费 模 型 : 


RN) = 5 — ogo)(—n+ N). (7.22) 

可 见 , 当 N > n 时 , 高 校 教育 收费 保持 不 变 的 均衡 条 件 是 6 = ogo . 

又 由 0 < Y(N) < me 知 m < N < M, 因此 高 校 的 招生 人 数 规模 可 以 在 政府 
规定 的 范围 内 扩大 . 在 非 均衡 条 件 下 , 当 go < 2,N > n( 或 go > $5,N > n) 时 , 有 
尽 > 0( 或 RR < 0), 这 表明 : 在 高 校 扩大 招生 规模 时 只 有 贫困 生 信 均 未 支付 费用 
的 增长 率 较 小 ( 蒋 较 大 ), 才 可 以 考虑 调 高 ( 调 低 ) 教育 收费 

积分 (7.22), 有 高 校 的 教育 收费 是 招生 人 数 的 二 次 函数 ， 


RON) = $6 — ogo)(—n+ Ni (723) 


可 见 , 按照 (7.23) 去 调整 时 教育 收费 将 会 偏 高 
如 果 在 模型 (7.17) 中 改 设 g(7) = go2 为 二 次 函数 , 那么 易 知 高 校 教育 收费 为 
正 的 招生 人 数 规模 为 
35(M —n) 
一 二 (7.24) 
9oTM 
可 见 , 当政 府 所 规定 的 人 均 分 担 的 教育 成 本 较 低 (yx 一 0) 时 , 才 有 利于 高 校 
扩大 自主 招生 规模 
下 面 , 我 们 再 从 模型 (7.19) 出 发 进行 定性 分 析 . 我 们 假设 7 = /(R) = c+ dR 
为 线性 函数 , 而 g(7) = gom+7 为 时 函数 , 其 中 了 > 0， 由 于 在 免费 教育 时 ， 有 
有 R= 0,7 = 0; 在 收费 教育 时 , 如 果 政 府 规定 的 教育 收费 为 Ro 时 , 个 人 分 担 的 人 均 
教育 成 本 为 mo, 那么 就 有 7 = dR, g(7) = godi+7RI+T, 其 中 d = 去 > 0 代入 
(7.19) 后 , 得 到 教育 收费 模型 为 


R= idR 一 agod+7RI+T. (7.25) 


模型 (7.25) 存在 不 稳定 平衡 点 Ri = 0( 它 对 应 于 免费 ) 和 稳定 平衡 点 R。= 
3 VY 去 ( 它 对 应 于 稳定 收费 ). 特别 地 , 当 取 T= 1 时 , (7.25) 是 一 个 logistic 模型 ， 


Rh 6 6 
此 时 有 天 = 5 因此 , 当 0 < mo < 5 时 ,有 到 > Ro, 这 说 明 , 当 个 人 分 担 


n<N<nt+ 
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的 人 均 教 育成 本 在 一 定 限度 内 时 ,高校 的 稳定 教育 收费 才 会 提高 ; 当 no > -时 ， 
有 Rs < Ro, 这 说 明 , 当 个 人 分 担 的 人 均 教育 成 本 超过 一 个 度 时 , 将 会 因 出 现 部 分 
学 生 拖欠 学 费 的 现象 而 使 高 校 的 稳定 教育 收费 降低 - 
2 个 人 分 担 的 人 均 教育 成 本 随 招 生 人 数 增加 而 减少 的 情况 
在 分 担 的 人 均 教 育成 本 随 招 生 人 数 增加 而 减少 的 条 件 下 , 我 们 在 模型 (7.17) 中 
取 YN) = 羽 和 gl) = goy 由 前 面 假设, 我 人 有 7(N) = mu 站， 代入 (747) 后 ， 
我 们 得 到 如 六 教育 收费 模型: 
R(N)=(6 -0 (7.26) 
积分 (7.26) 得 教育 收费 与 招生 人 数 呈 对 数 关 系 
R(N)= (5 og)Mmein i. (7.27) 


因 嚣 立 = o(N) = o(N2)(N 一 oc), 故 按照 (7.27) 去 确定 的 收费 较 (7.23) 低 ， 
而 且 高 校 的 教育 收费 可 随 招生 规模 的 扩大 而 缓慢 增长 ， 再 由 0 < 7(N) < -w 知 ， 
N > M. 可 见 ,高校 的 招生 规模 可 以 超过 政府 的 规定 , 并 且 收费 增长 得 较 慢 , 这 是 
一 种 值得 推广 的 高 校 教育 收费 与 扩招 模式 

如 果 在 模型 (7.17) 中 改 设 g(7) = gon2, 那么 , 高 校 保持 其 教育 收费 增长 的 招生 


人 数 规模 为 
ogomM 


N> 


(7.28) 
而 高 校 的 教育 收费 为 


i 到 2 (1 1 
R(N) = 5Mm In — 090M 人 ): (7.29) 


当 N 一 oo 时 , 高 校 的 教育 收费 为 正 的 近似 招生 人 数 规模 是 
N > nexp (Cr (7.30) 
式 (7.30) 表明 , 高 校 的 招生 必须 达到 一 定 规模 才 不 至 于 出 现 办 学 亏损 的 结果 


3. 个 人 分 担 的 人 均 教育 成 本 是 招生 人 数 的 有 界 函 教 的 情况 


在 分 担 的 人 均 教育 成 本 是 招生 人 数 的 有 界 函数 的 条 件 下 , 综合 考虑 前 面 的 两 种 


情况 , 在 模型 (7.17) 中 假设 Y(N) = 2 和 gl) = go7. 同样 由 前 面 所 设 ,有 单 
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调 有 界 卫 数 YN) = Sa 二 ,其 中 5 = 23 下 二 2 > 0. 代入 (717) 后 ,得 到 如 
下 才 0 育 收费 模型 : 

Sb(—n+N) ogob(-n+N) 

RNS 


积分 (7.31) 得 教育 收费 与 招生 人 数 呈 对 数 关系 


(7.31) 


N+1 


RW) = (5-00 [ — mi|: 


(n+D)n 


(7.32) 


如 果 在 模型 (7.17) 中 改 设 g(7) = gun2, 那么 易 知 , 当 5 < ogob 时 ,高校 保持 其 
教育 收费 增长 的 招生 人 数 规模 为 
agobn 十 6 
n<Ng ob 5 
因此 , 在 条 件 5 < ogob 下 , 应 限制 高 校 扩大 招生 的 规模 

最 后 , 我 们 再 在 模型 (7.19) 中 假设 7 = 7(R) = 全, 9() = gom?， 如果 政府 
规定 的 教育 收费 为 Ro 时, 个 人 分 担 的 人 均 教育 成 本 为 Yo, 那么 我 人 有 ~ = diR, 其 
中 由 = -二 他 mo, 代入 (7.19) 后 , 我 们 得 到 如 下 的 教育 收费 的 logistic 模型 


(7.33) 


Ro 
R = 6diR— ogod?R?. (7.34) 
易 知 , 当 5 < ogodi 时 , 方程 (7.34) 有 不 稳定 的 教育 收费 为 
i 
4 TAR er) 
7.4.4 ”模型 的 扩展 


在 前 面 所 给 出 的 几 个 特殊 函数 形式 下 的 高 校 教育 收费 模型 都 有 各 自 的 优 缺 点 ， 
如 果 扬 长 避 短 , 可 考虑 将 它们 以 适当 的 方式 组 合 在 一 起 , 那么 就 可 以 得 到 许多 扩展 
的 模型 . 
1. 混合 微分 方程 模型 
设想 高 校 考虑 按照 不 同 的 招生 人 数 规模 而 采用 相应 的 教育 收费 模型 , 那么 , 可 
将 两 种 或 者 两 种 以 上 模型 混合 连接 在 一 起 ， 以 便 按 人 数 规模 调整 高 校 教育 收费 方 
式 ,如 
Ri(N) = b(5 — ogo)(—n + N), 
BR(N)=(6— oo), (7.36) 
Ri(No)=0, Ra(Ni)= RN 
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2. 二 维 境 合 柚 分 方程 模型 


设想 不 同 (地 区 ) 的 高 校 都 采用 同样 类 型 的 收费 模型 , 而 它们 之 间 有 某 种 相互 
影响 , 则 可 将 两 种 以 上 模型 综合 在 一 起 , 如 主要 考虑 二 次 非 线性 耦合 的 logistic 模 
型 : 
天 =5dR — ogod? R3, 


Ry = 5diRs ~ ogodt RR, 全 


进而 可 以 研究 不 同 (地 区 ) 高 校 招生 人 数 规模 与 收费 标准 的 同步 问题 等 
3. 三 维权 合 微分 方程 模型 


由 于 经 济 社会 发 展 的 不 平衡 , 不 同 (地 区 ) 的 高 校 采用 的 收费 模型 不 同 , 这 样 就 
导致 了 教育 收费 与 招生 人 数 规模 的 不 公平 现象 , 甚至 出 现 不 利于 社会 稳定 的 现象 
为 促进 教育 公平 , 构建 和 谐 社会 , 就 需要 政府 在 两 者 之 间 进 行 宏观 调控 . 如 果 引 入 
随 招 生 人 数 变化 的 调控 变量 o(N), 考虑 在 两 种 不 同 模型 之 间 进行 线性 反馈 调控 , 则 
可 得 三 维 微分 方程 模型 . 例如 ， 


R= 6diRi ~ ogoa, 

B=6daRs -ogo RY, 

a = eR + eaRa, 

Ai(No) = Ry, Ra(No) = Rao, a(No) = ao. 


进而 可 分 析 分 岔 与 混沌 等 非 线性 动力 学 现象. 

最 后 归纳 一 下 本 节 所 介绍 的 内 容 . 本 节 主 要 提出 了 描述 高 校 教育 收费 问题 的 两 
个 基本 微分 方程 模型 :(7.17) 和 (7.19). 通过 对 这 两 个 基本 模型 进行 定性 分 析 , 得 出 
了 高 校 保持 或 者 稳定 其 教育 收费 的 几 个 条 件 ; 通过 对 模型 (7.17) 和 (7.19) 在 三 种 
情形 下 的 几 个 特殊 模型 进行 分 析 , 给 出 关于 高 校 教育 收费 和 招生 规模 宏观 调控 的 一 
些 新 的 结论 和 建议 . 我 们 还 提出 了 三 种 扩展 的 微分 方程 模型 , 对 它们 可 以 作 进 一 步 
的 研究 . 

关于 教育 问题 的 更 多 的 建 模 论文 , 请 读者 参见 文献 (化 存 才 , 2008b) 


习 题 7 


1. 建立 光滑 斜面 上 质点 运动 的 微分 方程 模型 . 

2. 建立 可 以 忽略 空气 阻力 作用 时 的 抛射 体 运动 的 微分 方程 模型 

3. 最 早 建立 的 生物 数学 模型 就 是 第 6 章 中 介绍 过 的 Lotka-Volterra 模型, 试 再 查阅 一 些 
相关 的 文献 资料 , 近 照 本 章 所 述 的 常 微分 方程 建 模 方法 的 步骤 ， 写 出 完整 的 建 模 过 程 . 


(7.38) 
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4. 仔细 观察 身边 的 日 常生 活 问 题 , 独立 地 提出 相关 的 实际 建 模 问题 , 并 查阅 一 些 相关 的 文 
献 资料 , 建立 起 关于 所 提出 问题 的 微分 方程 模型 , 进而 写 出 一 篇 建 模 报告 , 或 者 整理 成 一 篇 课 
外 的 科技 论文 . 
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